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形状特徴を保存するインタラクティブなメッシュ変形操作

増 田 宏 † 吉 岡 康 博†,†† 古 川 慈 之 †††

工業製品の意匠曲面は，自由曲面と形状特徴の組合せによって定義されることが多い．

こうした曲面を含む形状をインタラクティブに変形する場合には，形状特徴の形状や寸法

の制約を厳密に満たし，自由曲面部については元の曲率をできるだけ保存することが求め

られる．本論文ではこのような問題に対応できる，厳密制約と緩い制約を同時に扱うメッ

シュ変形フレームワークを提案する．本手法では，厳密制約と緩い制約を満たす頂点座標

を算出する問題を，ラグランジェ未定定数によって疎な対称行列の解法問題に帰着させる．

さらに，頂点間の相対位置を保存する制約を導入することで，形状特徴部の寸法や形状を

保持したまま変形することを可能にする．また，ハンドルの回転に追従した変形を実現す

るために，単位四元数の対数を補間することで，平均曲率法線と相対位置ベクトルを回転

する方法を示す．本手法を実装して評価した結果，本手法は，少ない前処理時間で，ユー

ザのマウス操作に追従したインタラクティブな変形ができることを確認した．
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1. はじめに

意匠デザインや設計初期の検討においては，曲面を
試行錯誤的に作成することが多いため，インタラクティ
ブかつ直観的に曲面編集を行うことが強く求められる．
しかし，これまで製品設計において主として利用され
てきたパラメトリック曲面では，編集に多くの手間が
かかることが多く，直観的かつインタラクティブに変
形することは難しかった．
最近，曲面をメッシュで表現し，メッシュの特徴を維
持した編集手法が盛んに研究されている1)∼3)．これら
の手法は，メッシュの各頂点で，平均曲率法線 (mean
curvature normal)に相当する量を離散ラプラシアンを
用いて算出し，変形の前後でそれらが保存するように
頂点座標を決める．典型的なメッシュ変形においては，
まず初めにユーザが固定する領域と，操作するための
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ハンドルとなる領域を選択する．ハンドルとは、ユー
ザが曲面を変形するために操作する部分形状のことで
ある．ユーザが，スクリーン上でマウスやスライダを
用いてハンドルを移動させると，メッシュモデルの全
体形状が，ハンドルの移動に追随してリアルタイムに
変形する．
こうした手法は CGアニメーションの作成支援には
有効と考えられるが，工業製品の意匠デザインの支援
に適用するためには，解決すべき問題が存在する．
意匠曲面は，自由曲面と形状特徴の組合せによって
定義されることが多い．形状特徴には，穴やリブなど
幾何曲面の種類と寸法によって規定される形状や，意
匠的な特徴稜線などが含まれる．これらは寸法や形状
ができる限り厳密に満たされることが要求される．一
方，自由曲面部にはこうした明示的な指定はないこと
が多いが，設計意図は曲率分布と関連が深いとされて
いる．
したがって，このような意匠デザインへの応用では
形状特徴の制約は厳密に満たし，自由曲面部について
は元の曲率をできる限り保存することが求められる．
また，平均曲率法線を単に保存しただけでは，ハンド
ルの回転に追従した変形がうまく行えないことが知ら
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れている1),3)．ベクトルの回転は，XYZ座標系では三
角関数を用いて記述される非線形操作であるため，イ
ンタラクティブに操作するためには特別な工夫が必要
となる．
本論文ではこのような問題を解決するために，厳密制
約と緩い制約を扱うメッシュ変形フレームワークを提
案する．本論文の主たる貢献は以下に示す通りである．
• 厳密制約と緩い制約を同時に扱えるフレームワー
クを提案したこと．

• 形状特徴を維持しながら変形する方法を示したこと．
• 単位四元数の対数をエネルギー最小曲面によって
補間することで，平均曲率法線をインタラクティ
ブに回転する方法を示したこと．

• 過剰な厳密制約の解消方法を示したこと．

2. メッシュ変形操作

2.1 厳密制約と緩い制約
メッシュモデルの頂点 i に関して，エッジで連結し
た近傍頂点の集合を N(i)，座標を pi，平均曲率を κi，
法線ベクトルを ni，ボロノイ面積を Ai と置く．ボロ
ノイ面積とは，最近傍頂点が i となるメッシュ上の領
域の面積のことである．このとき，離散平均曲率法線
κini は以下の式で求められる6)．

κini =
1

4Ai

∑
j∈N(i)

(cot αij + cot βij)(pi − pj) (1)

αij と βij は，図 1 に示すように，エッジ (i, j) を共
有する二つの三角形の向かい合う角度である．
また，頂点 i の位置制約は定数ベクトル ui を用いて

pi = ui (2)
のように書ける．稜線上および面上の任意の点に関す
る位置制約についても次のように記述できる．tpi + (1 − t)pj = uij

spi + tpj + (1 − s − t)pk = uijk

(3)

ここで，uij ,uijk は定数となるベクトル，t, s は 0 <

t < 1，0 < s < 1，0 < s + t < 1 を満たす定数である．
本論文では，一般にメッシュ頂点の集合 P = {pi} に
関する一次式を fj(P) で表し，平均曲率以外の制約を
fj(P) = uj のように書くことにする．また、頂点の添
字集合を Λ = {1, 2, . . . , n} 、位置制約の添字集合を
Λp = {1, 2, . . . ,m} とおく．このとき，変形前の平均
曲率法線を δi とすると，平均曲率法線と頂点位置に関
する制約式は以下の連立一次方程式となる．

図 1 角度 αij と βij .
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4Ai

∑
j∈N(i)

(cotαij + cotβij)(pi − pj) = δi (i ∈ Λ)

fj(P) = uj (j ∈ Λp)
(4)

式 4 では，制約の個数が変数の個数より多いため，厳
密解は存在しない。従来手法1)∼3),5) では，すべて一律
に最小二乗法で解いていたが，我々は緩い制約と厳密
制約とに区別して扱う．典型的には，ユーザが陽に指
定することが少ない平均曲率法線を緩い制約，寸法な
どに基づき指定される位置制約を厳密制約と考えるこ
とができる．
ここで，緩い制約を

Ax = b
厳密制約を

Cx = d
として行列形式で表現する．未知数は，

x = (x1, x2, . . . , xn)t

とする．{yi}, {zi} も同じ線形システムで求まるので，
ここでは {xi} だけを示す．

Cx = d を満たし ||Ax − b||2 を最小にする x を求
める問題は，Lagrange 未定定数法により，次の線形シ
ステムを解く問題に帰着する．λ は未定定数である．

M x̃ = b̃ (5)

M =

(
AtA Ct

C 0

)
, x̃ =

(
x
λ

)
, b̃ =

(
Atb
d

)

行列 M は対称行列であるが正定値ではない．この
線形システムを解くためには，非正定値対称行列のソ
ルバ8)を用いる方法と，行列を正定値行列に変換して，
正定値行列ソルバ9) を用いる方法が考えられる．正定
値行列に変換するには，式 5 をM2x̃ = M b̃ と書き換
えればよい．本研究では，これらを実装し比較を行っ
た結果，SuperLU をソルバとして用いた方が安定かつ
高速になるという結果が得られた．
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ただし，三角形の大きさが著しく不均一な場合やい
びつな三角形が存在する場合は，式 1 の値が非常に大
きくなることがあり，その場合には計算が不安定にな
る．そのため，いくつかの研究1),3)では，cot やボロノ
イ面積の重みを使わずに，均一な重み 1/N(i) を用い
ている．しかし，均一な重みは，メッシュが均一に切
られていないと変形結果が歪むという問題がある．
計算を安定化させる方法として，ソルバの精度を倍
倍精度 (long double) に書き換える方法と，式 1 のボ
ロノイ面積や三角形の角度の値を制限する方法が考え
られる．前者の方法も十分現実的であるが，ここでは，
後者の方法を用いて，CAD システムから作成された
フィレット部の極度にいびつなメッシュに対応した．本
研究で想定する板金パネルでは，自然物と違って微小
な凹凸は存在しないので，我々の実験では，値の制限
によって歪みが現われたケースは見当たらなかった．

2.2 平均曲率法線の回転

2.2.1 回転を考慮した制約式
式 4 では，平均曲率法線の向き ni が固定されるた
め，ハンドルの回転に追従した回転は起こらない．そ
のため，なんらかの手段で δi を回転することが必要と
なる．
図 2 は，平均曲率法線を固定した場合の影響を示し
ている．図 2 (a) は， 初期状態のメッシュとその法線
ベクトル，図 2 (b) は，ハンドルが回転しても，平均
曲率法線の向きを元のまま保存した例である．ハンド
ルの回転に追従させて法線の回転を行わないと，この
例に示すように形状が歪むという問題が生じる．図 2
(c) のように，ハンドルの回転に応じて，他の頂点の平
均曲率法線 δi を適切に回転させることができれば，直
観に合った自然な変形結果を得ることができる．
そこで，回転を考慮して，式 4 を以下のように書き
換える．

1
4Ai

∑
j∈N(i)

(cotαij + cotβij)(pi − pj) = siRi(δi)

fj(P) = uj

(6)
Ri はベクトルを回転させる演算子，si はスケールであ
る．スケールは，特に指定しない限り si = 1 とする．
各頂点での平均曲率法線の回転 Ri を算出するため
に，本研究では，各頂点に単位四元数の対数を割り当
て，単位四元数の対数が張る空間におけるエネルギー
最小曲面を計算して回転の補間を行う方法を提案する．

2.2.2 単位四元数の対数
四元数 (quaternion) は，実数 (w, x, y, z) を用いて，

(a)

(b)

(c)
図 2 デフォーメーションにおける ni の回転

以下のように書ける．

Q = (w, x, y, z) = w + xi + yj + zk (7)

ここで，i， j， k は四元数単位である．絶対値が 1
である四元数は単位四元数と呼ばれ，回転軸 n̂ と回転
角 θ を用いて以下のように書ける．n̂ は，純四元数で
ある．

Q̂ = exp(
θ

2
n̂) = cos

θ

2
+ n̂ sin

θ

2
(8)

このとき，単位四元数の対数 q ∈ R3 は，以下のよう
に定義される．

q = ln Q̂ =
θ

2
n̂. (9)

本研究では，式 9 を用いて，各頂点での平均曲率法
線の回転を，回転軸 n̂i と回転角 θi の積：

qi =
1
2
θin̂i (10)

によって表すことにする．
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2.2.3 回転の補間
回転は，座標の計算と同様に，以下の連立一次方程
式で計算する．

1
4Ai

∑
j∈N(i)

(cotαij + cotβij)(qi − qj) = 0 (i ∈ Λ)

qj = 0 (j ∈ Λf )
qk = rk (k ∈ Λh)

(11)
ただし，Λf は固定領域の頂点の添字集合，Λh はハン
ドル領域の頂点の添字集合である．この計算は，単位
四元数の対数が張る空間 R3 において、{qj}と {qk}
を通りエネルギー最小となる曲面を求める問題とみな
すことができる13)．
図 2(c) は，算出した回転角に基づいて，各頂点で元
の平均曲率法線 δi を回転し，頂点座標を計算した例で
ある．
図 3 は，回転量を可視化したものである．この図は，
回転軸の１成分を 0 とおいて，単位四元数の張る空間
S3 を S2 に縮退させて表示したものである14)．図 (a)
は，単一のハンドルが剛体として回転する場合を示し
ている．回転は，固定点とハンドル頂点の回転の間を
球面線形補間される．(b) は，2個のハンドル，(c) は，
3個のハンドルを指定した場合で，ハンドルと固定点
から構成される領域の内部で，エネルギー最小となる
ように各頂点の回転が補間される．
なお，本研究の位置付けについてまとめておく．Shoe-

make10) は，回転量を単位四元数を用いて表すことで，
二つの回転を球面線形補間できる手法を示した．また，
Johnson11) は，3個以上の回転の球面線形補間が，単
位四元数の対数の線形和を用いて計算できることを示
した．単位四元数の空間は S3 であるが，単位四元数の
対数の空間は R3 であることから，線形和による補間が
可能となる．道川12) はこの方法をモーフィングに応用
している．ただし，これらの研究では曲面上のベクトル
分布の補間方法には言及していない．メッシュ上の回転
量の補間に単位四元数を用いた研究として，Zayerら5)

の調和関数による方法がある．この方法では，ハンド
ルが単一の剛体として回転する場合に限定しているが，
我々と同様に，離散ラプラシアン (Laplace-Beltrami
operator) を用いており，不均一なメッシュでも良好な
補間が可能である．しかし，Zayer らの方法では，単
位四元数の四成分を線形補間しているために球面線形
補間にはならないが，我々の方法は，同じ条件下では
球面線形補間になる．また，我々の方法ではハンドル
が単一の剛体という制約は必要ない．

図 3 単位四元数の可視化

図 4 形状特徴を保持した変形
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3. 形状特徴の保存

3.1 形状特徴制約
形状特徴部は，メッシュの変形に伴って，その形状
を保ちながら平行／回転移動を行う．ここでは，形状
特徴は，メッシュ頂点の部分集合として表現される．
一つの形状特徴 f を構成する頂点の添字集合を Λf，
メッシュのエッジ集合をE とするとき，形状特徴を保
持するための制約は以下のように書ける．

qi − qj = 0 (i ∈ Λf , j ∈ Λf , (i, j) ∈ E)
pi − pj = sfRi(pi

(0) − pj
(0))

(i ∈ Λf , j ∈ Λf , (i, j) ∈ E)
(12)

ここで，p(0)
i は変形前の頂点 i の座標，sf はスケー

ル，Ri は回転軸 q̂i 周りに角度 |qi| 回転させる演算子
である．これらは，指定された領域における頂点座標
の相対位置を固定し，回転量を同一にするための制約
である．
これらの制約を式 11と式 6に追加することによって
形状特徴を保ったままに変形が行える．図 4 では，図
(a)で濃く示した部分と小さい穴の境界に対して計５個
の形状特徴制約を与えている．この制約によって，図
(b) のように，変形中も突起部分と円弧穴の部分は元
の形状が保持されている．
形状特徴領域の指定は，画面上において，矩形ツー
ルもしくはフリーハンドでメッシュ上に閉領域を描く
ことで行うことができる．閉領域が指定されると，そ
の内部の頂点間 (図 4(a) の突起部分)，もしくは閉領域
に含まれる境界エッジ上の頂点 (図 4(a)の小さい穴の
境界)に対して形状特徴制約が与えられる．

3.2 過剰制約の処理
厳密制約においては，過剰制約が存在すると式 5 に
ランク落ちが生じ，解の算出に失敗する．そのような
場合でも，厳密制約の行列 Ct の QR分解を用いて過
剰制約の検出ができる．QR分解とは，行列を直交行
列 Q と上三角行列 R の積に分解する操作である．QR
分解は，疎行列の場合には，オーダ n の計算量なので，
非常に高速に計算が行える．

Ct の各列はそれぞれ 1つの厳密制約の式である．QR
分解では，一列ごとに順次ハウスホルダー変換を施し
ていく．ハウスホルダー変換の過程でCt の j列目が過
剰制約であった場合，対角成分以下の成分が全て 0 と
なる．これを監視することで過剰制約が検出できる．全
ての過剰制約を除去した後にコレスキー分解を施して
解の算出を行い，除去した制約が算出された解と整合
的であれば冗長制約，そうでなければ矛盾制約である．

この方法では，後から指定された制約のみが冗長ま
たは矛盾であると判断される．したがって，どの制約
と矛盾するかを判定したい場合には，検出された過剰
制約を第一列に移動し，再度 QR 分解を施すことが必
要である．

4. 例 題

図 5 に意匠曲面の変形例を示す．上段は，形状特徴
の制約を与えない場合で，ライトやプレート部分が設
計意図と異なる形状に変形している．中段は，穴の部
分の形状を保存するように制約を与えた例である．下
段は，形状特徴部のスケーリングを操作した例である．
この例題では，頂点数が 13974個, 緩い制約が 14040
個, 厳密制約は 4048 個である．前処理であるコレス
キー分解に要した時間は 3.27 秒で，その後の変形は
マウスに追随して行えた．また，形状特徴のスケーリ
ングはスライダによって行い，この操作もリアルタイ
ムに行えた．なお，計算機はノート PC (Pentium-M
1.50GHz, 1GB RAM) を使用した．
図 6 にドアパネルの変形例を示す．この例では，デ
ザイン上重要とされるキャラクターラインと呼ばれる
エッジが存在し，そのラインが保存されることが要求
される．図 (a) では，形状特徴制約を指定せずに変形
したために，キャラクターラインがうねっている．図
(b) ではキャラクターラインの形状は保存されたまま
変形が行われている．

5. 結 論

本研究では，厳密制約と緩い制約を同時に扱い，イ
ンタラクティブに形状変形する手法を示した．また，形
状特徴を保存する方法についても示した．さらに，回
転を単位四元数の対数を用いて表現し，エネルギー最
小曲面を用いて補間する方法を示した．これらの計算
は，疎な対称行列を解く問題に帰着され，行列の因子
分解を行うソルバを適用することで高速な計算が行え
る．また，現実の設計に用いられているデータを用い
て手法の評価を行った．
これらの手法は，意匠設計のニーズに適合するもの
である．今後，市販システムに組み込む等により，現
実問題に適用していくことを考えている．
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図 5 意匠曲面の変形 (バンパーグリル)：上段：形状特徴制

約なし．中段：形状特徴制約あり．下段：形状特徴の

スケーリング.

図 6 意匠曲面の変形 (ドアパネル)： (a) 形状特徴を指定せ

ずに変形. (b) 形状特徴をキャラクターラインに沿っ

て指定.
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