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概要

これまでソリッドモデルは設計や生産を支援するために広く用いられてきたが、表現
できる幾何形状が２�多様体に制限されており、設計生産で現れる様々な幾何形状を一
貫して表現するための形状モデラとしては不十分であった。そのため近年では、より広
い定義域を持った非多様体形状モデルが注目されている。非多様体形状モデルは、ワ
イヤフレーム、サーフェス、ソリッドが統一的なデータ構造で扱えるため、様々な形
状表現の行なわれる設計生産の支援に適していると考えられる。

しかしながら、非多様体形状モデリングでは、これまでデータ構造の提案はなされて
いるものの、ソリッドモデリングに比べて理論的な基盤が貧弱であり、基本位相操作
や集合演算の実現法などは知られていなかった。また応用という観点からみても、非
多様体位相構造を有効に利用したシステムの提案がほとんどなされていなかった。そ
こで本研究では、

� 非多様体形状モデリングシステムの構築に不可欠な基礎技術を確立する、

� 非多様体形状モデルを設計生産に関する問題に応用し、その有効性を実証する

ことを目的とする。

基礎技術について論じるにあたっては、非多様体形状モデルの表現対象を「適当な胞体
分割により複体となる幾何形状」とする。この定義域はワイヤフレーム、サーフェス、
ソリッドを含むものであり、設計生産を一貫して支援する目的に十分適合するもので
ある。ここで提案する基礎技術は、以下に示すような、オイラー操作の導出法、デー
タ構造、集合演算の実現法の三点である。

� オイラー操作は、形状モデルの位相構造を変更するための原始的操作であり、ソ
リッドモデリングシステムを構築するために不可欠のものであった。しかしなが
ら、非多様体形状モデルでは従来のオイラー操作に相当する位相操作は知られて
いない。そこで本研究では、非多様体形状モデルの位相的な拘束式である
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 空洞の個数� を導出し、この式に基づいてオイラー操作が定義で
きることを示す。この方法によって、非多様体形状モデルでは９種類の位相操作
が独立であり、それらの操作を組み合わせて任意の非多様体形状モデルが生成で
きるという定理を導くことができる。

� 定義域の幾何形状を計算機で表現するためのデータ構造について、主として効率
の面から考察を行ない、データ構造の設計を行なう。本論文で述べる形状操作や
応用システムをこのデータ構造に基づいて実装することで、本データ構造の実用
性を確認する。

� 非多様体形状モデルの集合演算を実現するために、併合操作、抽出操作、簡略化
操作の三種類の操作を組み合わせた新しい手法を提案する。本手法の特徴は、併
合操作を用いることで製品形状には現れない位相要素を内部表現として保持でき
る手段が提供でき、さらに抽出操作を用いることで内部表現から部分集合を取り
出す手段が実現できることである。また、必要に応じて簡略化操作を用いること
で必要最小限の位相要素以外を消去してデータ量を軽減することもできる。非多
様体位相構造に基づく集合演算では、最小限の位相要素で演算結果を表現する方
法と、元のプリミティブの位相構造を保持する表現法の二通りが考えられるが、
本手法はこの両方に対応できるものであり、非多様体形状モデルの持つ位相的な
柔軟性を十分に引き出せる集合演算が実現できる。

そして次に、以上のような基礎技術を利用することで構築された非多様体形状モデリ
ングシステムを従来のソリッドモデルでは解決が困難であった問題に応用することを
考える。本論文で示す応用は、試行錯誤的な形状生成法、形状特徴表現法、三面図か
らのソリッド合成法の三つである。

� 集合演算は形状生成手段として最も一般的なものであるが、これまでは大規模な
形状モデルでは修正に非常に時間がかかり試行錯誤的な形状生成が困難であると
いう問題があった。これは、集合演算がそもそも演算順序に依存する演算である
ために、途中の演算を取り消すために他の多くの集合演算も再計算しなければな
らないためである。本研究では、併合操作が順序に依存しないという性質を利用
することで、演算順序に依存しない高速な集合演算の修正操作が可能となり、試
行錯誤的な設計環境に適した形状操作が実現できることを示す。

� 形状特徴は幾何形状の特定の部分に工学的意味を記述したものであるが、従来の
ソリッドモデルでは表現可能な形状特徴が２�多様体の部分形状として表現でき
るものに限られ、また形状特徴間に干渉が生じる場合には形状特徴が適切に保持
できないという問題があった。このような問題は非多様体位相構造を利用するこ
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とで解決できる。ここでは、形状特徴表現で必要となる位相要素も保持した位相
構造が併合操作によって生成でき、また形状特徴や製品形状などの幾何形状が適
宜抽出操作で取り出せることを利用して、形状特徴の表現・管理に適したシステ
ムが構築できることを示す。

� 三面図からソリッドモデルを自動合成する問題において、非多様体位相構造と推
論システムを利用した新しいソリッド合成法を提案する。ソリッド合成問題では、
処理の過程でワイヤフレームやサーフェス、ソリッドが現れるので、本問題には
非多様体形状モデルが適していると考えられる。本手法は、従来の方法に比べる
と処理が単純で、処理効率がよいという利点がある。また、本手法が誤りを含ん
だ図面からのソリッド合成問題にも適用できることを示す。
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序論

本章では、本論文で解決しようとする問題および本研究の目的について述べる。また、
論文の構成について示す。

また、３次元形状処理に関する研究について概観し、非多様体形状モデリング研究に
おいて本研究の果たしてきた役割を述べる。

��
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��� はじめに

３次元形状モデルは、設計や生産の場において広く用いられてきた。設計においては、
製品の幾何形状を決定することは最も重要な作業の一つであり、また、体積や応力分
布など、幾何形状に依存する工学的性質も多く存在する。そのため、製品の幾何形状
を計算機によって表現した３次元形状モデルは、設計作業の支援や様々な工学的なシ
ミュレーションを行う上で大変重要な役割を果たしてきた。

３次元形状モデルとしては、これまでワイヤフレームモデル �1&������� ������、サー
フェスモデル �(������ ������、ソリッドモデル �(��&� ������ が用いられてきた。図
��� は、これらの表現を示している。ワイヤフレームモデル �図 ��� ���� は、直線と曲
線だけで構成されており、面という概念は持っていないため、３次元形状の表現として
は曖昧である。サーフェスモデル �図 ��� �'�� は、面の表現を保持しているため、隠面
処理表示や "� 加工データの生成などに利用することができる。ソリッドモデル �図
��� ����は、面のどちら側が実体であるかという情報を保持することにより、立体の完
全な幾何情報を保持した形状モデルである。

保持されている情報量からいえば、明らかにソリッドモデルが優れており、マスプロ
パティの計算や ;<# 解析、"� データの作成など非常に広い範囲での応用が可能と
なる。しかし、現実の設計生産の場では、目的に応じて形状モデラが選択され、ワイ
ヤフレームモデル、サーフェスモデル、ソリッドモデルが使い分けられてきた。なぜ
なら、ワイヤフレームモデル、サーフェスモデル、ソリッドモデルの順で形状モデル
が作成しにくくなり、コストが増大していくため、形状モデルをどう利用するかによっ
てこれらの表現法を使い分けていくことが必要になっているからである。

そのような現状に対応するため、近年では非多様体形状モデリング技術が注目されて
いる。非多様体形状モデルはワイヤフレームモデル、サーフェスモデル、ソリッドモデ
ルが統一的に表現できるデータ構造を持った３次元形状モデルで、� �� 年に =� 2�&���

によってそのデータ構造が提案された 92�&�����':。ソリッドモデルでは位相構造の制
限からワイヤフレームやサーフェスを表現することができなかったが、非多様体形状
モデルを利用することで、従来は別々の形状モデラによって表現されていた幾何形状
を単一の表現形式に統一することができる。また広範な表現空間を利用することで従
来の形状モデルでは困難であった応用にも利用できることが期待できる。
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(a) wireframe model

(b) surface model

(c) solid model

図 ���. 幾何形状の表現�
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��� ソリッドモデルの制限

ソリッドモデルは、立体形状を表現する手段としては大変優れており、設計作業やプ
ロセスプラニングなどで広く利用されてきた。しかし、設計において広く用いられて
いる境界表現ソリッドモデルには、２�多様体でない形状は表現できないという本質的
な制限がある 9%��&���
 #�/�0����:。

２�多様体とは、図 ��� に示したように、立体の任意の境界上に十分小さな球を置いた
とき、境界面が球を実体とそうでない側に二分するような形状と考えることができる。
図 ��� ��� では、立体の境界面が球を二分するので２�多様体であり、�'� のように一本
の稜線が三枚以上の面に共有される場合は２�多様体ではない。また、ワイヤフレーム
や閉じていないサーフェスモデルでは３次元の実体という概念を持たないので、２�多
様体ではない。２�多様体でない形状はソリッドモデルの表現対象外である。

ソリッドモデルが２�多様体を定義域とすることによって生じる問題には次のようなも
のがある。

�� 設計を一貫して支援するための中核となる形状モデルとしては十分ではない。

�� 集合演算でソリッドモデルを生成していく過程で、２�多様体でない立体形状が
現れることがある。

�� 形状モデルを工学的応用に用いる場合、形状特徴の記述が必要になることがある
が、２�多様体形状モデルでは保持できる形状特徴が限定されている。

�� いくつかの応用分野では、分割モデル ������,�(&�&�/ ������ やサーフェスとソ
リッドの混在などが有効であるが、ソリッドモデルでは対応することができない。

これらの問題は、２�多様体よりも広い定義域を持つ形状モデリングシステムを実現す
ることで、解決できることが期待できる。そのような形状モデルについて述べる前に、
ここに示したソリッドモデルの制限について説明を加えておく。

１
 設計支援における制限

現実に存在するすべての実体形状は、２�多様体の条件を満たしているので、製品形状
を表現する目的のためにはソリッドモデルは十分な能力を持っているともいえる。し
かし、現実には、ワイヤフレームモデルやサーフェスモデルも設計を支援する上で不
可欠なものとなっている。
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sphere

(a)  2−manifold

(b)  non−manifold
図 ���. ２�多様体の条件�
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図 ��� は、製品 �,�������の形状モデルが作成されていき、利用される様子を示して
いる。通常は、どのような応用に利用するかによって形状モデラを選択し、ワイヤフ
レームモデル、サーフェスモデル、ソリッドモデルを別々のデータ構造で作成してい
く。そして、作成された形状モデルは、矩形で示したような応用分野で利用されるこ
とになる。この図で示しているすべての応用はソリッドモデルが作成できていれば対
応可能であるが、完全な立体情報を必要としない応用分野も多く存在する。たとえば、
表示だけが目的ならワイヤフレームモデルでも十分かもしれないし、曲面設計であれ
ば一部の曲面だけが重要で、必ずしも完全な立体を表現する必要はないかもしれない。
このような場合には、作成の大変なソリッドモデルを作成するのは無駄である。一般
に、ワイヤフレーム、サーフェス、ソリッドの順で形状モデルの生成作業に長い時間
を要し、作業コストが増大していく。そのため、ソリッドモデルだけですべての作業
を行なうことは、現時点においては一般的であるとはいえず、設計作業全般を支援す
るための形状モデルとしては十分とはいえない。

また、設計の比較的初期の段階では、製品の完全な立体情報が決まっていないため、ソ
リッドモデルを生成することは困難だという問題がある。大雑把な仕様から徐々に細
部を詳細化していく設計作業においては、ソリッドモデルが利用できるようになるの
は形状の大部分が確定した設計の後半になってからである。そのため、設計の初期の
段階で形状モデルを利用しようとするならば、立体としては不完全な形状も表現でき
ることが必要となる。また、あえてソリッドモデルを試行錯誤的に製品形状を決めて
いく目的に利用しようとすると、形状修正の際の操作性が非常に悪いという問題が生
じてくる。この点からも、形状が完全に確定していない場での利用がしにくくなって
いる。

２
 集合演算の制限

立体の表現に限定して考えてみても、ソリッドモデルには、集合演算を繰り返していく過
程で、しばしば２�多様体でない図 ��� ���
 �'� のような形状が生じてしまうという問題
がある。これは、ソリッドモデルの集合演算の定義である正規化集合演算 98�>�&����!:

に関して、２�多様体が閉じていないためである。

このことは、ソリッドモデルを利用する現場で以前から指摘され、問題になっていた。
これらの形状は「非多様体」と呼ばれており、境界表現ソリッドモデルでは表現でき
ないので、集合演算を施す際に基本立体の位置を本来の位置からわずかにずらしたり、
演算順序を変更するなど、非多様体を避けるための面倒な操作が必要であった。
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図 ���. ２�多様体ではない立体形状�
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３
 形状特徴表現の制限

形状モデルの工学的応用のためには、形状の特定の部分に対する加工手段や精度、接
触面、寸法、材料などの工学的情報の記述が必要なことが多い。形状特徴はそのため
の概念であり、穴や溝など形状モデルの特定の部分に対して工学的属性を付加したも
のとして定義される 9*�����
 2&�(�/��
 5������:。図 ��� は、形状特徴の記述された形
状モデルを示しており、このような情報はプロセスプラニングなどに多く利用されて
いる。

しかし、境界表現ソリッドモデルでは、形状特徴が位相要素の集合によって表現され
るため 9*�����
 2&�(�/��
 5������:、表現可能な形状特徴は２�多様体の部分形状とな
るものに限定される。また、形状モデルが徐々に変更されていく場合には、形状特徴
の表現に用いられた位相要素が消失し、形状特徴が保持できなくなる場合がある。こ
のような問題は、形状特徴に応じた付加的な位相要素を保持することで解決可能であ
るが 9#�(��� ��:、そのためには２�多様体以外の位相構造が必要となる。

また、２�多様体では、体積特徴を記述することができない 95������:。体積特徴とは、
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加工で除去される立体領域などに対して工学的意味を付加したものである。しかし、図
��� ��� のように、立体をいくつかの領域に分割した形状は、三枚以上の面に共有され
る稜線を含むので２�多様体形状モデルでは表現できない。

４
 応用分野の制限

さらに、応用によっては、分割モデルや、サーフェスとソリッドの混在した形状モデ
ルなど有効となりうる。図 ��� ��� は、立体を二つの部分空間の和として表現したもの
であるが、このような形状は、複数材料でできた製品形状や ;<# 解析のための四面
体分割された形状モデルの表現などで有効なものである。また、;<# 解析では、形状
をすべてソリッドで表現すると、解析時間が長くなったり、解析結果が不安定になった
りするため、図 ��� ��� のように非常に薄い部分を簡略化してサーフェス表現やワイヤ
フレーム表現にした方が好ましい結果が得られることがある。
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����� 非多様体位相構造を用いた形状表現

以上述べたような制約は、定義域が２�多様体であることから生じたものであるから、
より広い定義域を持つ形状モデリングシステムが構築できればこれらの問題が解決で
きると考えられる。

そのような３次元形状モデルとして、非多様体形状モデル （/�/���/&���� �������&�

�����）が注目されている 92�&�����:。これは、直観的には、ワイヤフレームモデル、
サーフェスモデル、ソリッドモデル、また図 ��� の例で示した２�多様体以外の形状も
含んだ、従来よりも広い定義域の幾何形状が表現できる形状モデルである。非多様体
形状モデルは、様々な形状の現れる設計生産を支援するための中核形状モデラとして、
また、これまでのソリッドモデルでは困難であった問題を解決する手段として非常に
有望なものと考えられる。

非多様体形状モデルを設計作業に利用した場合の形状処理を 図 ��� に示す。非多様体
形状モデリングでは、図の点線の矩形で示した広範な形状処理を単一の表現空間で扱
うことができる。そのため、従来は別々のプロセスで行なわれてきた、ワイヤフレー
ムモデリングやサーフェスモデリング、ソリッドモデリングを統一的に扱えるようにな
るため、非常に広範な範囲で利用ができるものとなる。また、必要に応じてワイヤフ
レーム、サーフェス、ソリッドの各表現の間を行き来することも可能となるため、ワ
イヤフレーム からサーフェス、ソリッドという変換もスムーズに行なえる。さらに、
非多様体を利用した新しい応用分野にも用いることが期待できる。

����� 非多様体形状モデリングシステム構築のための課題

非多様体形状モデルは、以上述べたように大変有望であり、多くの可能性を持ってい
る。しかし、非多様体形状モデルは、ソリッドモデルに比べて研究の歴史が浅く、汎
用的な形状モデリングシステムとして用いるためには、理論、形状処理手法、表現法、
応用など、多くの面において研究が不十分である。

非多様体形状モデルではデータ構造の提案は初期の段階からなされていたものの 92�&�����':、
その基盤は非常に貧弱である。多くの点で、非多様体形状モデルはソリッドモデリン
グ技術の �� ��� な拡張となっており、理論的な裏付けが十分とはいえない。またシス
テムを試作した上での評価がなされていなかったため、非多様体データ構造の現実的
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な有用性にも疑問の声が少なくなかった。さらに、利用可能な非多様体形状モデリン
グシステムがなかったので、非多様体形状モデルの応用システムも存在しなかった。

筆者は非多様体形状モデルの基礎研究と応用研究を、日本アイビーエム東京基礎研究
所において、� �� 年以来続けてきた。本論文はその成果をまとめたものであるが、研
究当初は非多様体形状モデリングシステムを構築するにあたって、理論や形状処理手
法に関して未解決な問題が多く、それらを解決することが不可欠であった。また、非
多様体位相構造を用いることでどのような利点があるのかを、応用システムを構築す
ることにより実証することも必要であった。

今日ではソリッドモデリングシステムが広く用いられているが、そこに至るまでには
非常に多くの研究がなされている。本章の後半で述べるように、ソリッドモデリング
でなされてきた主要な研究としては、

� 98�>�&����!: などによる形状モデルの数学的な定式化、

� 9%���������:
9%��&��!:
 9#�/�0����:
 9��&0�?�����':などによる位相変形操作に
関する研究、

� 9%���������:
 9%��&���:
 9@?&/���:
 9A�(�?���:
 9*,����:
 9%��/��:
 9
����?����:


9=&������:などによる内部表現やシステム構築、工学的応用に関する研究、

� 9%��&���:
 9$&��	��!:
 98�>�&�����:
9#�/�0����:
 9=�'�0�(�&��:などによる集合演
算アルゴリズムに関する研究、

などが挙げられるが、これらの研究はソリッドモデルの定義域である２�多様体または
正則集合を対象としているため、非多様体形状モデルにそのまま適用することはでき
ない。非多様体位相を考える場合には、従来の理論やアルゴリズムが適切であるかを
形状モデリング研究の原点に戻って検討することが不可欠である。そして、従来の形
状処理手法をより広範な幾何形状に適用できるように拡張していく必要がある。

非多様体形状モデリングにおいて、本質的に重要であり解決を必要とする問題には、以
下のようなものがある。

�� 非多様体形状モデルの定義が明確でない�

非多様体形状モデルについて考えるとき、まず必要となるのは、どのような幾何
形状を対象に考えるかという問題である。非多様体形状モデルは、直観的には、
ワイヤフレーム、サーフェス、ソリッドが混在した形状を統一的なデータ構造で
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表現したものと考えることができる。しかしながら、ソリッドモデルが数学的に
２�多様体として定義されていたのに比べて、この直観的な定義は曖昧であり、非
多様体形状モデルがどのような位相的な性質を持った形状の集合を扱うのかが明
確ではない。どのような条件の制約の元でワイヤフレーム、サーフェス、ソリッ
ドの混在を許すのか、また、すべての形状モデルが共通に持つ性質は何なのかと
いったことが明確になっていないと、表現や操作の問題に関して厳密な議論をす
ることは困難である。

非多様体形状モデルの定義については、どこまで定義域を広げるかについて必ず
しも統一的な見解があるわけではない。そのため、議論の前提条件を明らかにす
るためにも、非多様体形状モデルの定義を明確にすることが必要である。

�� 位相操作のための理論がない�

ソリッドモデリングにおいては、位相操作としてオイラー操作 9%���������
 %��&��!:

が広く用いられてきた。しかし、これらは２�多様体でのみ成立するものであり、
非多様体形状モデルでは成立しない。オイラー操作はソリッドモデリングでは
最も重要な位相操作であったため、非多様体形状モデルでそれに該当する操作が
知られていないことは大きな問題であった。オイラー操作の利点の一つは複雑な
データ構造を隠蔽できることであるが、非多様体形状モデルのデータ構造はソリッ
ドモデルよりもさらに複雑であるので、データ構造を隠蔽する必要度はソリッド
モデルよりも高い。また、これまで逆操作などのオイラー操作の利点を利用した
様々なアルゴリズムが開発されてきたが 9#�/�0����
 ��&0�?�����':、それらが
利用できなくなることはモデリングシステムを構築する上で大きな制約となる。

そこで、非多様体形状モデルにおいても、オイラー操作に相当する位相操作群を
導出する必要がある。

�� 非多様体データ構造で十分実用的な形状処理ができるか検証されていない�

非多様体形状モデルのデータ構造については既に2�&���が提案しており 92�&�����:、
データ構造の基本的な部分は一般にこれに準じたものになると考えられる。ただ
し、形状モデリングがデータ構造に変更を加えていく操作であることを考える
と、データ構造の管理のしやすさが非多様体形状モデラの性能に大きな影響を与
える。しかしながら、2�&���の提案したデータ構造に基づいて形状処理システム
を構築した場合、位相データの整合性を管理するための処理に時間がかかり、特
に、サーフェスモデルを扱う際に、処理が重くなる傾向があることがわかってい
る。また、データ構造上、面で囲まれる閉空間と３次元点集合を同一視している
ため、様々な形状処理の実装が複雑になると考えられる。このため、非多様体形
状モデルの実用性については疑問の声が少なくなかった。
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そこで、実用的に十分な効率で動作するためのデータ構造を設計し、その有効性
を実際に形状モデリングシステムを構築することによって実証する必要がある。

�� 集合演算が未定義である� また、実現アルゴリズムが明らかになっていない�

集合演算は、幾何形状を生成していく上で最も広く用いられている操作である。
ソリッドモデルでは集合演算に対して正規化集合演算という定義を与えているが、
非多様体形状モデルにはこの定義は不適切であることがわかっている。したがっ
て、まず、非多様体形状モデルの集合演算がどのような操作なのかを明らかにす
る必要がある。

さらに、非多様体形状モデルでは立体の内部構造も保持できるが、これまでの集
合演算では境界位相要素のみしか考慮されていなかった。そのため、境界位相要
素以外の内部構造を位相構造に反映させるための集合演算操作についても考慮す
る必要がある。

また、非多様体形状モデルでは、ワイヤフレーム、サーフェス、ソリッドが混在
する形状も扱う。そのため、従来のソリッドモデリングよりも柔軟な集合演算ア
ルゴリズムが必要となる。

�� 非多様体形状モデルの応用システムが示されていない�

非多様体形状モデルは柔軟な位相構造を持っているが、この性質がどのように利
用できるかを示し、新たな応用システムを開発することは、非多様体形状モデル
の有効性を示す上で非常に重要である。しかし、非多様体形状モデリングの潜在
的な可能性についてはしばしば述べられるものの、具体的な応用システムについ
てはほとんど示されていなかった。

非多様体形状モデルが実際に有用であることを示すためには、非多様体位相構造
の性質を用いた応用システムを開発し、その有効性を明らかにすることが重要で
ある。
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��� 研究の目的

本研究は、機械設計のための３次元形状モデリングにおいて、ソリッドモデルよりも
広範な範囲での利用が期待できる非多様体形状モデリングの基礎技術の確立とその応
用を目的とする。そのために、非多様体形状モデルの表現や操作など、モデリングシ
ステム構築に不可欠な基礎技術の研究と、その工学的応用に関する研究を行なう。

本研究の目的は以下の通りである。

�� 非多様体形状モデルをソリッドモデルの �� ��� な拡張と考えるのではなく、理
論的な裏付けを明らかにし、非多様体形状モデリングのための理論的基礎を確立
する。

�� 非多様体形状モデリングシステムを構築するために必要な基礎技術を確立し、実
際にシステムを試作する。それによって、十分実用的な非多様体形状モデリング
システムが実現できることを確認する。

�� 非多様体形状モデルの広範な位相空間を利用することで、従来のソリッドモデリ
ングでは実現が困難であった応用が実現できることを示す。それにより、非多様
体形状モデルの有効性を示す。

以上の目的を達成するために以下に述べるようなアプローチを取るものとする。

まず、理論的基礎として、以下に示すように非多様体形状モデリングのための数学的
な定義と位相変形操作の数学的導出法を示す。また境界表現形状モデルの集合演算の
性質について考察する。

�� 非多様体形状モデルの定義域を議論の前提として明らかにする。

�� 非多様体形状モデルの集合演算に関して、従来の正規化集合演算に代わる定義を
示す。

�� 非多様体形状モデルの位相構造を変形するための理論的基礎を明らかにし、非多
様体形状モデルのための位相変形操作群が数学的に導出できることを示す。

オイラー操作はソリッドモデリングでは最も基本的な位相変形操作であったが、
非多様体形状においてはそれに相当する操作は知られていなかった。本研究では、
非多様体形状モデルの位相構造を変更する手段として、複体のオイラー・ポアン
カレの式を応用したオイラー操作の導出法について提案し、任意の非多様体形状
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モデルの位相構造が９種類の基本操作群の組み合わせで実現できることを証明
する。

次に、これらの理論的基盤に基づいて、非多様体形状モデリングシステムを試作する。
そのために、以下のように、データ構造と集合演算の実現法を明らかにする。

�� 効率的な非多様体形状モデルのデータ構造について考察を行ない、本論文で示し
た定義域の形状を表現するために適したデータ構造を示す。

�� 非多様体形状モデルにおける集合演算の実現法を示す。ここでは、非多様体形状
モデルの位相的な柔軟性を十分に反映させることのできる集合演算操作を考え、
併合操作、抽出操作、簡略化操作を組み合わせた新しい集合演算アルゴリズムを
示す。

次に、試作した非多様体形状モデリングシステムを中核としていくつかの応用システ
ムを構築し、非多様体形状モデルの有用性を示す。ここでは、以下の形状処理が非多
様体形状モデルを用いることで実現できることを示す。

�� 従来のソリッドモデルでは、集合演算操作の修正に時間がかかるために、試行錯
誤的な形状生成の目的に利用することが困難であった。ソリッドモデルの修正で
は、操作の履歴の再実行と、直前の操作を順次取り消していく �/�� 操作の二つ
が知られていたが、いずれの場合も直接には関係ない他の操作も再計算しなけれ
ばならないため、複雑な形状モデルにおいては非常に効率が悪かった。理想的な
操作は、演算順序に依存せずに集合演算の取り消しが行なえる取消操作であるが、
そのような操作を実現する手法はソリッドモデリングでは提案されていなかった。

本研究では、取消操作が非多様体位相構造を利用することによって実現できるこ
とを示し、試行錯誤的な設計環境に適した形状処理として有効であることを示す。

�� 形状特徴は幾何形状の特定の部分に工学的意味を記述したものであるが、そのた
めには形状モデルの部分形状が適切に表現・管理されていることが必要である。
しかし、従来のソリッドモデルでは、表現可能な部分形状に制限があった。そこ
で、非多様体位相構造を利用することにより、広範な形状特徴を表現・管理でき
る方法を提案する。

�� 非多様体形状モデルを応用した、三面図からソリッドモデルを自動合成する方法
を提案する。本手法では、中間形状を非多様体形状モデルを用いて表現すること
により、多数の候補ソリッドの記述を単一の形状モデルで行なうことが可能にな
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り、また、処理の過程で現れるワイヤフレーム、サーフェス、ソリッドが統一的
に表現できる。これらの利点を利用することで、簡潔で効率のよりアルゴリズム
が実現できることを示す。
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本論文の構成は以下の通りである。

第２章「非多様体形状モデルの定義」では、非多様体形状モデルの定義域を明確にし、
以後の章における議論の前提条件を明らかにする。ここでは、まず非多様体形状モデ
ルの数学的な定義について述べ、次に、非多様体形状モデルの集合演算について定義
する。集合演算は、定義域について閉じていることが必要であるが、その条件を満た
す集合演算を提案する。

第３章「非多様体形状モデルのオイラー操作」では、非多様体形状モデルのためのオ
イラー操作について提案する。ここでは、基礎となる数学的概念としてホモロジー群
について述べ、複体のオイラー・ポアンカレの式を拡張することによって、非多様体
形状モデルのための位相的な関係式が導出できることを示す。次に、導出された関係
式に基づいてオイラー操作が定義でき、独立な９種類のオイラー操作があれば、その
組合せで任意の非多様体形状モデルが生成できることを示す。また、導出した関係式
を限定的に適用することによって、ワイヤフレームやサーフェスなど、様々な定義域
の形状でのオイラー操作が導出できることも示す。最後に、オイラー操作の実現法に
ついても論じる。

第４章「非多様体形状モデルの内部表現」では、本研究で試作した非多様体形状モデ
ルのデータ構造について述べる。まず、これまでの非多様体データ構造の効率上の問
題について論じ、３次元位相要素として 	�����要素を用いることが効率の点で有利な
ことを述べる。その上で、非多様体形状の表現に必要な位相要素を定義し、そのデー
タ構造を示す。

第５章「非多様体形状モデルの集合演算と形状特徴表現への応用」では、非多様体形
状モデルの集合演算に関して、集合演算の実現法と、その応用として、試行錯誤的環
境での形状操作と、形状特徴表現の問題について論じる。本章では以下のことが述べ
られる。

� 非多様体形状モデルの集合演算として、併合操作、抽出操作、簡略化操作に基づ
いた集合演算操作を提案する。

� 集合演算の取り消しが、プリミティブの個数や演算順序に依存せず、極めて高速
に行える手法を提案する。また、プリミティプの優先順位を反映した集合演算の
評価法についても示す。

� ソリッドモデルを用いた形状特徴表現の問題点について論じ、非多様体形状モデ
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ルを用いた形状特徴表現法について述べる。

� 集合演算を実装するための具体的なアルゴリズムを示す。

第６章では、非多様体形状モデルを応用した例として、三面図からのソリッドモデル
生成問題について述べる。ここでは、三面図からソリッドモデルを作成する問題に非
多様体形状モデルが有効に利用できることを述べ、セル分割表現と推論システムを利
用したソリッド合成アルゴリズムを提案する。また、誤りを含んだ三面図からのソリッ
ド合成法についても論じる。

最後に第７章で、本研究のまとめを行なう。
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非多様体形状モデルに関する研究は、これまでなされてきたソリッドモデルの研究が
基礎となっている。そこで、ソリッドモデルに関する主要な研究について本節で説明
しておく。

主要なソリッドモデリング研究

３次元形状モデリングの研究は、� �!年代半ばからいくつかの大学で行なわれてきた
が 9%��&� �:、� �� 年に %���,�(� で開かれた 58@B-#-$ ��/����/�� で、境界表現
と �*+表現のソリッドモデルが提案されて以来、多くの研究者の注目を集めるように
なった。この会議では、%��&�と B�/�が ���'�&��� 6/&	��(&�0で開発された形状モデ
ラ %67BC に関する発表を行ない、幾何形状を境界表現 �'��/���0 ��,��(�/���&�/� に
よって記述する方法を提案した 9%��&���: 。%��&�らは、その後 %67BC��の開発を行な
い、穴や空洞のある形状が扱えるように、データ構造と位相操作を拡張した 9%��&��!:。
また、沖野らは北海道大学で開発された形状モデラ $75*に関する発表を行ない、�*+
表現 ���/(�����&	� (��&� �������0� による立体表現を提案した 9@?&/���:。

� ��年には、%�������が *��/���� 6/&	��(&�0において視覚認識の目的で形状モデラ
+<@#<C を開発し、今日の境界表現ソリッドモデルの基礎となっている 1&/��������

構造とオイラー操作の概念を提案した 9%���������:。

� �! 年代には、実験的なソリッドモデリングシステムの開発が盛んに行なわれた。
� �� 年には、東京大学で穂坂と木村らが境界表現モデラ +<@#-5 の開発を行なっ
た 9A�(�?���:。このシステムはその後、曲面処理を含んだ +<@#-5�777 へと発展し
9=&������: 、ソリッドモデルがロボットの軌道生成や "� 加工、視覚認識など、設計
生産の自動化に有効なツールであることを示した。また、東京大学の千代倉と木村は、
形状生成過程が管理できる形状モデラ #@C7; を開発し、オイラー操作の逆操作を利
用した �/�� 操作が試行錯誤的な形状生成に有効であることを示した 9��&0�?�����':。
� �� 年には $���/&��� 6/&	��(&�0 �� %���&/ で *,�� ら が �@#5-� の開発を行なっ
ており 9*,����
 *,����:、� �� 年には 6/&	��(&�0 �� +��/�'�� で %��/ が <6�B7C

の開発を行なった 9%��/��:。また、� ��年には、6/&	��(&�0 �� 8����(��� で 
����?��

と 8�>�&��� が �*+ 表現に基づいた形状モデラ 5-CB�� を開発した 9
����?����: 。

����?�� らのグループは、ソリッドモデルの数学的扱い 98�>�&����!:や集合演算アル
ゴリズムの開発 9$&��	��!:などにおいて重要な役割を果たしている 9
����?�� �:。また、
#�/�0�� らは A��(&/?& 6/&	��(&�0 �� $���/����0 で オイラー操作に基づいた形状処理
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システム +2% �+������&� 2��? %�/��� を開発している 9#�/�0����:。これらの大学
主導で開発されたシステムの基礎理論やアルゴリズムは、� �!年以降に現れた商用の
ソリッドモデラ 8@#6B6*
 +#*@B7C
 6"7*@B7C*
 %8-
@ などに大きな影響を
与えている 9
����?�� �:。

これらの先駆的な研究を通して確立されてきたソリッドモデリングの基本技術として
は、以下に説明するようなものが挙げられる。

境界表現と ��
 表現

ソリッドモデルの表現法としては、%��&� らによって提案された境界表現 9%��&���:と
沖野らによって提案された �*+ 表現 9@?&/���: が広く用いられている。立体形状の
�*+ 表現と境界表現を図 ��� に示す。

�*+表現は、直方体や円筒などの単純な立体である基本立体 �,�&�&�&	��と、それらの
和、差、積といった集合演算や剛体変換を組み合わせた式を保持することによって立体
を表現する方法である。この式は、図 ��� に示したような、基本立体を葉 ������、集合
演算や剛体変換を節 �/���� とする �*+ ツリーと呼ばれる木構造で表現することがで
きる。�*+ 表現で保持された形状モデルは評価されていない形状 ��/�	������� (��,��

といわれる。

境界表現は、立体の内部と外部を隔てる境界面によって立体形状を表現する方法であ
る。境界面は閉じた殻（境界のない２�多様体）となっており、それらは頂点、稜線、面
といった位相要素に分けられ、それらの位相要素間の隣接関係がグラフ構造によって
保持される。この表現では、立体形状の位相要素が陽に保持されているので、評価さ
れた形状 ��	������� (��,�� といわれる。解析やプロセスプラニングなどの応用システ
ムでは、形状データを直接参照する必要があるため、境界表現が一般に用いられる。

�*+ 表現と境界表現を比較すると、�*+ 表現では保持するデータ量が少なく、表現
も単純であるという利点があるが、立体の面や稜線の情報を得るためには集合演算式
を評価して境界表現データに変換する必要がある。一方、境界表現ではデータ量が多
くなり、管理するグラフ構造も複雑であるが、境界データを陽に保持しているために
解析など多くの応用分野に適用ができるという利点がある。現在ではこれらの表現は
どちらも必要であり、�*+表現 は必要に応じて境界表現に変換できるので、境界表現
モデラと �*+ モデラの差は、どちらをマスターモデルにするかという問題に過ぎな
いと考えられている 92&�(�/��:。
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ソリッドの定義域

8�>�&��� は、� �! 年にソリッドモデルの数学的な定義を示し、「有界」「正則」「半解
析的」な形状の集合をソリッドモデルの定義域とした 98�>�&����!:。そのような形状
の集合は正則集合と呼ばれる。ただし、境界表現においては、通常、正則集合の部分
集合である２�多様体 �����/&����� を定義域とする 9%��&���
 #�/�0����:。２�多様体と
は境界表現で保持する立体の殻の部分が球面と同相でなければならないという条件の
ことである。稜線が常に二つの面に共有されることが保証される２�多様体形状は比較
的単純なデータ構造で表現できるので、境界表現にとって都合がよいと考えられる。

また、8�>�&��� は正則集合である形状間の集合演算についても数学的な定義を行な
い、集合演算の結果が正則集合となることが保証される正規化集合演算を提案した
98�>�&����!:。この定義は今日のソリッドモデリングで広く認められている。ソリッド
モデリングで用いられている集合演算とは一般に正規化集合演算の意味である。

位相操作

境界表現ソリッドモデルでは、データ構造が複雑なため、どのようにして位相構造の
整合性を保ちながらグラフ構造を変更していくかが大きな問題となる。そのための位
相操作としては、%������� の提案したオイラー操作 9%���������: が広く用いられて
いる。オイラー操作は形状変形する際の最も原始的な操作であり、オイラー操作を組
み合わせることで任意の位相変形操作が記述できる。オイラー操作の利点は次のよう
にまとめることができる 9%��&��!
 #�/�0����
 ��&0�?������:。

� オイラー操作は位相要素の個数に関して整合性を保持するので、それらに基づい
て実装された形状変形操作でも位相要素の個数の整合性が保てる。

� オイラー操作は実際のデータ構造を隠蔽するので、アルゴリズムが特定のデータ
構造に依存する度合が少なくなる。

� オイラー操作の組合せで形状処理を実装することによりシステムのモジュラリ
ティが高まり、プログラムの信頼性の向上や保守の容易さが期待できる。

� オイラー操作は一対一に対応する逆操作が存在するため、形状変形後に位相デー
タを元の状態に復元する逆操作が容易に実現できる。

%������� の提案したオイラー操作は、<���� の多面体定理（B� <����
 ����）に基づ
いて形状変形する方法である。この定理は、球面と同相な多面体の頂点、稜線、面の
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個数をそれぞれ、�� �� � としたとき、�� �� � �２ が成立するというものである。オ
イラー操作は、これらの変数を単位量変化させるような原始的な操作群として定義さ
れる。今日広く用いられているオイラー操作は、%��&�らが穴や空洞を含んだ形に拡張
したもので 9%��&��!: 、面の穴の個数 � と貫通穴の個数 �、連結位相要素 �(����� の個
数 	 を変数に加えた式、

� � �� � � � �２ �	� ��

に基づいた操作群である。

図 ��� は#�/�0�� らによって提案されたオイラー操作の組である 9#�/�0����:。図 ���

において、��� の �	(�
 ?	(� は それぞれ 4��?� 	�����
 (����
 �/� ����4 と 4?&�� 	�����


(����
 �/� ����4 の略で、	�����
 (����
 ���� を同時に生成または消滅させる操作である。
また、�'� の ��	
 ?�	 は 4��?� ���� �/� 	�����4
 4?&�� ���� �/� 	�����4 を意味してい
る。このような ��?�)?&��の対は一方が他方の逆操作となっている。図 �� はこれらの
オイラー操作を用いて貫通穴のあるソリッドモデルを生成する手順を示したものであ
る。この図では、図 ��� に示したオイラー操作を組み合わせることで、ソリッドモデ
ルの位相構造が順次生成されていく様子が示されている。

内部表現

境界表現ソリッドモデルでは、立体を面、稜線、頂点の集まりとして表すので、それ
らの間の関係をどのように記述するかが重要な問題である。その記述を立体の内部表
現、またはデータ構造と呼ぶ。

境界表現ソリッドモデルの内部表現においては、%������� の提案した1&/�������� 構
造 9%���������: が広く用いられている。1&/�������� 構造は、比較的少ない保持デー
タで位相要素の隣接関係と順序関係が表現できるという特徴がある。このデータ構造
では、図 ���! に示すように、ある ���� に関して隣接する ���� や ���� を、立体を外
から見たときの左右の区別をつけて保持する。

また、1&/�������� 構造と等価な位相情報を持つデータ構造として、位相データの探索
が高速にできる ��������� 構造も用いられている 9#�/�0����:。このデータ構造では、
図 ���� のように、���� を反時計回りに回るときの向きに応じて ���� を二本に分ける
ことによって、���� を一周廻るときの効率を向上させている。



�� ������� �� 序論

図 ���. ソリッドモデルのオイラー操作 �#�/�0��
� ����
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図 �� . オイラー操作を用いた形状生成 �#�/�0��
� ����
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図 ���!. 1&/�������� 構造 �%�������
� ����
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集合演算

ソリッドモデルを作成する手段として、最も広く用いられている操作が集合演算であ
る。集合演算による形状生成では、立体の和、差、積を計算していくことによって、徐々
に複雑な幾何形状を作成していく。集合演算の実装においては、曲面間の干渉計算や
位相操作、数値計算の安定性など非常に多くの問題があり、これまで多くの研究がな
されてきた 9%��&���
 $&��	��!
 8�>�&�����
 #�/�0����
 =�'�0�(�&��:。

比較的よく用いられていると思われる集合演算アルゴリズムは、� �! 年に $&��	� に
よって提案された分類に基づくものである 9$&��	��!:。この方法では、二つの立体の包
含関係を 7"
 @"
 @6$ に分類し、それらの組み合わせによって和、差、積に相当する
立体形状を作成する。図 ���� は、二つの立体 -
 % から作成される断片形状を示して
いるが、この例題においては、- と % の和、差、積はそれぞれ、� ����� D ������


������ D �����１� 
 ����� D ����� として得ることができる。�����１ は、面の
向きの反転を意味している。

$&��	� のアルゴリズムは多面体を対象としているが、現在では自由曲面を含んだ形状
の集合演算に拡張されている 9��&0�?������
 =&������
 =�'�0�(�&� :。また、1&/����
���� 構造を用いたソリッドモデルで、サーフェスと立体との集合演算を行なう手法も
提案されている 9*���� �:。
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��� 非多様体形状モデリング研究

本節では、前節で述べたソリッドモデリングの基礎技術に対応させ、非多様体形状モ
デリング研究について概観する。すなわち、��� 定義域、��� 位相操作、��� 内部表現、
��� 集合演算、 ��� 応用システムに関してこれまでの非多様体形状モデルの研究につい
て述べ、さらに本研究の果たしてきた役割についても概観する。ここでは本研究の位
置付けを簡単に述べるだけにとどめ、詳細は２章以後に述べるものとする。

����� 定義域

非多様体形状モデルについて考える場合、どのような範囲の幾何形状を表現対象とす
るかを規定することは極めて重要なことである 92�&�����:。ただし、どのような定義域
を取るべきかは、形状処理システム全体としての整合性や、応用分野に応じて考えて
いくべきもので、一概にどれが優れているかを論じることはできない。ここでは、い
くつかの研究で採用されている定義域を、主として設計生産の支援という観点から見
ていくことにする。

非多様体位相を含む幾何形状の数学的な記述については、� �� 年に相澤が提案した胞
複体鎖を用いた幾何形状の数学モデルがある 9-&3�1���
 -&3�1�� :。この研究では、幾
何形状を胞複体鎖を用いて表現することにより幾何形状を代数的手法によって扱う方
法を示しており、胞複体鎖によって定義域を規定している。

また、2�&���は � ��年に、面の位相的条件やグラフ構造の制約などの観点から非多様
体形状モデルの定義域を示した。この定義では、��� 非多様体サーフェスが定義域に含
まれ、��� ���� が多様体で平面に写像可能であり、��� 位相要素が互いに交わらず、���

有界であり、またグラフ構造として ��� セルフループなどの擬グラフ �,(�������,��

や、��� 面の穴などの不連続グラフ ��&(��//����� ���,��が許され、���グラフの構成
要素がラベル付けされている、ということを規定した。同様の定義域は、9+��(�3��


=�'�0�(�&� 
 E�������& !
 ����?�� �: など、多くの非多様体研究で用いられている。

ただし、2�&��� の示した定義の記述では、定義域の幾何形状が共通にもつ位相的な性
質が必ずしも明らかになっていず、正則集合や２�多様体といった定義に比べると曖昧
であることが増田らによって指摘された。そして、非多様体形状モデルの定義域を複
体の定義に準じて定めることで位相操作などの問題が理論的に扱えるようになること
を示した 9#�(�����'
 #�(���� �:。また、増田らはその定義域に関して閉じている集
合演算についても定義を示している 9#�(���� '
 #�(��� ��:。これらの研究は、本論
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文の第２章で述べられる。

2� も複体を定義域とする形状モデル表現を提案しているが 92�� :、円のように境界
を持たない位相要素も許している一方で、貫通穴や空洞を持つ位相要素は許していな
い。そのため、機械部品の表現には必ずしも適しているとはいえない。

8�((&�/�� と 8�>�&���の研究では、複体の構成要素である胞体の部分集合を考えるこ
とにより、閉じていない形状も定義域とした 98�((&�/�� �: 。この定義域には有界で構
成要素が有限であるほとんどの幾何形状が含まれるが、境界を持たない形状を定義域
に含めることによりどのような利点が生じるのかは明らかにしていない。

����� 位相操作

非多様体形状モデルの位相操作では、� �� 年に 2�&��� の提案した "#$ オペレータ
が知られている 92�&������:。この研究では、基本変形操作を非多様体データ構造を変
更するためのマクロ関数として捉えており、非多様体形状モデルの生成や変更のための
基本的な位相操作群を提案している。図 ���� は、"#$ オペレータの一部を示してい
る。この図において、たとえば � � は 4?&�� 	�����4の略で、?	F�
 ?	�などは � � の
バリエーションを示しており、それぞれ 4?&�� 	�����
 ����
 ���,
 �/� ����4、4?&�� 	�����

�/� ����4 の意味である。これらの操作はソリッドモデルのオイラー操作を参考にして
決められたが、オイラー式のような位相的な関係式に基づいているわけではなく、理
論的な背景はない。そのため、��� 操作の決め方が場当たり的であり、操作の個数が非
常に多い、��� どのような基本操作を用意すれば十分かが不明、��� "#$ オペレータ
が定義域に関して閉じているかが不明、いう問題点がある。

増田らは、� �� 年に、非多様体形状モデルに関する位相的な関係式を導出することに
よって、ソリッドモデルのオイラー操作と同等の性質を持つ操作群を導出する手法を示
した 9#�(�����'
 #�(���� �:。この方法では操作群が数学的に導かれるので、"#$

オペレータで生じたような問題点は解決される。この研究では、複体におけるオイラー・
ポアンカレの式 9数学 �
 数学 �: を貫通穴や空洞のある場合に拡張した関係式、

� � � � �� � ��� �� � �� � � �� � � � ��� ��

�	
 �
 �
 
 はそれぞれ 	�����
 ����
 ����
 	�����の個数、�
 
� は ����
 	�����の穴の
個数
 
� は 	����� の空洞の個数
 �
 ��
 �� はそれぞれ形状モデルの連結成分
 貫通
穴
 空洞の個数� を導出し、９種類のオイラー操作の組み合わせで任意の非多様体形状
モデルが作成できることを証明した。図 ���� に９種類のオイラー操作を示す。この研
究に関しては、本論文の第４章で述べられる。
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図 ����. "#$ オペレータ �2�&���
� ����
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図 ����. 任意の非多様体形状モデルの生成に十分なオイラー操作群 �#�(���
� ����
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また、2� は、� � 年に増田らとは独立にオイラー・ポアンカレの式に基づいた複体
モデルのための関係式を求めている 92�� :。ただし、この研究では、形状を位相的に
いくつかの集合に分類した上でそれぞれのオイラー式を導出しており、式に現れる変
数もかなり多い。そのため、式の適用条件の判別が難しいという問題がある。

また、木村
 山口
 小林は、非多様体形状モデリングを無限空間の分割と捉えることに
よって増田の式の変数の個数を減らせることを指摘した。そして、	 を閉空間の個数、
� をハンドル ���/���� の個数、� を空洞 ���	&�0� の個数として、

� � �� �� � ��� �	 � �� �� �０

という関係式に基づくオイラー操作を提案した 9=&����� :。さらに、山口と木村は、非
多様体形状モデルの位相データが補助的な位相要素を介して記述されていることに着目
して、連結位相要素の個数を変数にした関係式についても提案している 9E�������& !:。

また、正則集合 ���(��� を対象としたオイラー操作の研究もある。正則集合には非多様
体稜線を含んだ形状も含まれるため、２�多様体のオイラー式は一般には成立しない。
C�(���/&��( らは、正則立体に仮想的な面を生成することで、２�多様体を組み合わる問
題に帰着させた 9C�(���/&��( �:。そして、仮想的な面を必要とする頂点 � �
 稜線 ��


面 � � のためのオイラー操作を加えることによって正則立体のオイラー操作を求めた。
また、東らは、非多様体の稜線や頂点に縮退したループや稜線があると仮定して、２�

多様体に帰着させる方法を示した 9A&��(�& !: 。

����� 内部表現

非多様体形状モデルのデータ構造としては ���&������� 構造がよく知られている。図
���� に ���&������� 構造を示す。この研究では、稜線回りの面の順序を陽に表現するこ
との重要性を示し、また、�(� と呼ばれる補助的な位相要素を導入することにより、固
定長データで形状表現ができることを示した。また、形状表現のための階層構造とし
て、図 ���� のようなデータ構造を提案した。

また、+��(�3 らは、� �� 年に 	�����回りの隣接関係に着目したデータ構造を提案し、
頂点接触する場合の位相構造も表現できる ��&���(, 構造を提案した 9+��(�3��:。この
表現は、非多様体形状モデルの 	������'�(�� 表現ともいわれる。図 ���� に、��&���(,

構造による 	����� 回りの位相表現を示す。

また増田らは、面に囲まれた閉空間として定義される位相要素 ���&�/ を用いた図 ����

のようなデータ構造では、３次元点集合と閉じた２次元点集合を同一視しており、ま
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図 ����. ���&������� 構造の階層構造 �2�&���
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Vertex
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(a) A vertex shared by disks.
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図 ����. ��&���(, 構造による 	����� 回りの位相構造 �+��(�3
� ����
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図 ����. ３次元位相要素 	����� を用いたデータ構造 �#�(���
� ����
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た位相構造の整合性の管理に閉空間探索という大域的な操作が必要となるために効率
上問題があることを指摘した。そして、ソリッド部分を陽に表現する位相要素 	�����

を用いた図 ���� のような階層構造を持つデータ構造によってこれらの問題が解決でき
ることを示した 9#�(������
 #�(���� �:。このデータ構造については、本論文の第３
章で述べられる。

また、山口は非多様体位相を表現するための隣接関係を分類し、非多様体データ構造
を隣接位相要素という考え方によって整理する方法を提案した。また、隣接位相要素
に基づいたデータ構造の提案も行なっている 9E�������& !:。

また、形状モデルの次元を一般化した高次元形状モデルのデータ構造の研究もなされ
ている。ただし、高次元形状モデルについては、現時点では工学的な有用性が不明で
あるため、ここでいくつかを簡単に紹介するにとどめる。

B&�/����� は、 /�+���, を用いて胞体分割された / 次元形状を表現する方法を提案し
た 9B&�/������ :。%�&((�/は定義域を多様体の胞体分割に限定しているが、一般次元の
形状が統一的に扱える �������,�� 構造を提案した 9%�&((�/ !:。%�&((�/ のデータ構造で
は、位相要素間の隣接関係と順序関係が簡潔に表現されており、従来の２�多様体ソリッ
ドモデルのデータ構造を /�多様体に一般化したものとなっている。また、5����33&は、
/次元の単体的複体に限定した形状処理について論じている 95����33& �:。8�((&�/��と
@4��//�� は、/ 次元形状の隣接関係を保持する表現を提案しているが 98�((&�/�� !:、
順序関係が表現できていないため形状モデリングのための表現には適していない 。

����� 集合演算

非多様体形状モデルの集合演算についても研究がなされている。

増田らは、� � 年に、8�>�&���がソリッドモデルで正規化集合演算を定義した方法
98�>�&����!: を拡張し、非多様体形状モデル間の集合演算結果が定義域内に収まるよ
うな集合演算の定義を示した 9#�(���� '
 #�(��� ��: 。それについては、本論文の
第２章で述べられている。また、8�((&�/�� と 8�>�&��� は、境界を持たない形状も含
んだ定義域での集合演算の定義を示している 98�((&�/�� �: 。

また、増田らは � �� 年に、非多様体形状モデルの集合演算として、演算結果を非多様
体位相構造を用いて表現し、非多様体形状モデルの位相要素を選択的に取り出して集合
演算を評価した形状を得る方法を示した 9#�(�����'
 #�(���� �:。この研究では、図
��� に示したような二つのプリミティブＡ
Ｂの集合演算の結果として、中央に示した
非多様体位相構造を保持し、集合演算の種類に応じて、和集合、差集合、積集合に相当
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図 ��� . 非多様体位相構造から抽出される和集合、差集合、積集合 �#�(���
� ����
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する位相要素を抽出する方法を示している。また、この位相表現の応用として、集合演
算を演算順序に関係なく、局所変形操作だけで取り消す操作を実現する方法も示した。
これらの集合演算手法については、本論文の第５章で述べられる。また、8�((&�/�� ら
は位相要素を選択的に取り出す方法を境界を持たない幾何形状にまで拡張した場合に
ついて論じた 98�((&�/�� !:。

2&�(�/ は、� �� 年に、非多様体位相構造を用いて境界表現と �*+ 表現を融合した
%��,)�*+ ハイブリッド表現について提案した 92&�(�/��: 。2&�(�/ の方法は、�*+

ツリーの節 �/���� に対して、非多様体位相構造との関連付けを行なっている。増田ら
は、2&�(�/ の方法では対応関係を管理する負荷が極めて大きくなるという問題点を指
摘し、�*+ ツリーの葉 ������ のみを非多様体位相構造と関連付けた %��,)�*+ ハイ
ブリッド表現を示し、境界表現の位相構造に �*+ 表現のプリミティブを埋め込む方法
について示した 9#�(������:。それについても、本論文の第５章で述べられる。

集合演算を実装するためのアルゴリズムを提案した研究としては、+��(�3 らの研究
9+��(�3 �: 、増田の研究 9#�(��� �
 #�(��� ��: 、����?�� らの研究 9����?�� �: が
ある。いずれも、ワイヤフレーム、サーフェス、ソリッドの混在に対応して、	�����


����
 ���� 間の干渉を分類し、位相構造を構築するものとなっている。ただし、増田の
研究は、集合演算を併合操作と抽出操作の二つの操作に分解し、それぞれの実現法を示
した点で他の方法とは異なったものとなっている。図 ���! は、増田の示した併合操作
を実現するための処理手順である。これらについても、本論文の第５章で述べられる。

����� 応用システム

形状特徴

5���� は、95������
 5����� : において、非多様体形状モデルが体積特徴の表現に必要
な付加データの保持に利用できることを示した。しかし、5���� の提案した表現法では
対象が体積特徴に限定されており、また、形状特徴が干渉した場合の対処が難しいと
いう問題がある。

増田は、形状特徴をユークリッド空間における点集合に対して工学的属性を記述した
ものと考え、線特徴、面特徴、体積特徴を統一的に表現でき、干渉が生じる場合でも
整合性を保持できる表現方法について提案した 9#�(��� ��
 #�(��� �':。図 ���� は、
製品形状には現れない付加的な位相要素を保持することによって、形状特徴が位相構
造中に保持できることを示している。これについては、本論文の第５章で述べられる。
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図 ���!. 併合操作による非多様体位相構築のための処理手順 �#�(���
�  ���
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図 ����. 非多様体形状モデルを用いた形状特徴の保持 �#�(���
�  ���
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ソリッド合成

また、増田らは、三面図からソリッドモデルを合成する問題を非多様体形状モデルと推
論システムを組み合わせて解く手法を提案している 9#�(��� ��:。この手法では、図
���� に示すように、三面図から非多様体位相構造を用いたセル分割モデルを作成し、
解ソリッド探索をセルの組み合わせを求める方法に帰着させている。セル分割モデル
作成の過程では、ワイヤフレームモデルとサーフェスモデルが現れるが、これらが統
一的に表現できることの利点についても示されている。本手法については、第６章で
述べる。

有限要素法

2�&��� は、有限要素法解析のためのモデルが非多様体形状モデルを用いて表現できる
ことを述べている 92�&�����:。有限要素法では立体を四面体の集合に分割することが必
要であるが、そのような形状は２�多様体ではないので、非多様体形状モデルが有効で
あると考えられる。また、薄膜状や線状の立体部分があると非常にいびつな四面体が
生成されてしまうという問題がある。それらの部分をサーフェスやワイヤフレームに
近似することで解析の効率や精度を向上させることができるが、そのためのモデルと
しても非多様体形状モデルが有効であると考えられる。

その他に、+��(�3らによるラピッドプロトタイピングへの応用の提案がある 9+��(�3 �:。
この提案では、ソリッドとサーフェスとの積集合を取ることによってスライス形状を
作成し、ラピッドプロトタイピングの入力データを作成するための方法について述べ
ている。
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図 ����. 非多様体位相構造を用いた三面図からのソリッド合成手法 �#�(���
�  ��
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本章では、以下のことについて述べた。

� ソリッドモデルの表現上の制限について述べ、設計作業全般を支援するためには
十分とはいえないことを説明した。

� 設計作業全般を支援するために、非多様体形状モデルが有望であることを述べた。

� 非多様体形状モデリングにおける課題を述べ、��� 理論的な基礎の確立、��� 非
多様体形状モデリングシステム構築のための基礎技術の確立、��� 応用システム
の構築による有用性の実証が重要であり、その解決法を示すことが本論文の目的
であることを述べた。

� これまでになされてきたソリッドモデリング研究について述べることで３次元形
状処理の基礎技術について説明を行なった。

� 本研究も含めたこれまでの非多様体形状モデル研究について概観し、本研究の果
たしてきた役割について説明した。
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非多様体形状モデルの定義

本章の目的は、以後の本論文における非多様体形状モデルに関する議論の前提条件を
明らかにすることにある。そのために、非多様体形状モデルの定義域と集合演算の定
義について論じる。

非多様体形状モデルは、直観的には、ワイヤフレーム、サーフェス、ソリッドが混在
した形状を扱うと考えることはできる。しかし、形状モデルの厳密な議論を行うため
には、どのような制約の元でワイヤフレーム、サーフェス、ソリッドの混在が許され
るのか、言い換えれば「非多様体形状モデル」の最低限の条件は何なのかが示されて
いなければならない。そこで、本論文では、位相幾何学における「複体」に基づいた
非多様体形状モデルの定義を採用する。なお、本定義の有用性に関しては、本論文の
以後の章において、本定義に基づいた形状処理システムを実装し、工学的応用に適用
していくことを通して実証していくものとする。

また、非多様体形状の集合演算についても定義が必要である。従来のソリッドモデル
の集合演算は正規化集合演算として定義されてきたが、この演算は立体でない面や稜
線を常に排除するため、ワイヤフレームやサーフェスも定義域に含まれる非多様体形
状には適していない。そこで、本章では非多様体形状の集合演算について考察し、非
多様体形状モデルの定義域に適した集合演算を提案する。

��
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��� 形状モデルの数学的記述

����� 形状モデルの定義域

非多様体形状モデルは、直観的には、ワイヤフレーム、サーフェス、ソリッドモデル
を含む形状モデルと考えることができるが、このような定義は曖昧であり、非多様体
形状モデルがどのような性質をもった形状の集まりなのか、ということを規定しては
いない。形状モデリングにおいては、「非多様体」という用語がしばしば用いられてき
た。しかし、ソリッドモデルの定義域として用いられてきた「正則集合」や「２�多様
体」という用語が厳密な数学的裏付けを持っているの対し、形状モデリングで用いる
「非多様体」という用語は数学的には厳密な用語ではない。従来、形状処理の分野では、
三枚の面に共有される稜線など、ソリッドモデルで表現できない部分は、しばしば非
多様体状態 �/�/���/&���� ��/�&�&�/� と呼ばれた。非多様体形状モデルという用語はこ
のような背景から慣用的に用いられているが、実際には多様体でない一部の形状も表
現できるという意味に過ぎない。当然のことながら、非多様体形状モデルは多様体で
ない任意の形状が表現できるわけではないし、それを目指しているわけでもない。

そこで、非多様体形状モデルがどのような条件を満たす形状を扱うのかを明確にする
必要がある。このような議論は、非多様体形状モデルの性質を研究していく上で本質
的なものである。正しい形状モデルであるために満たすべき条件が厳密に定義できて
いなければ、形状表現も位相変形操作も場当り的にならざるを得ない。たとえば、ソ
リッドモデルではオイラー操作 9%���������: と呼ばれる位相変形操作が広く用いられ
ているが、これは２�多様体が持つ位相的性質を利用した操作である。このような操作
に関する議論は定義域が明確に規定されていることが前提となる。

����� 正則集合と正規化集合演算

ソリッドモデルにおいては、8�>�&��� の提案した正則集合と正規化集合演算が広く知
られている。しかし、これらの定義は非多様体形状モデルには適していない。ここで
は、これらの定義について説明し、なぜワイヤフレームやサーフェスを含んだ非多様
体形状モデルに適用できないかを示す。
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用語の定義

まず、形状モデルの定義域の説明でしばしば用いられる用語である「閉包」「内部」「境
界」について、その意味を図 ��� を用いて説明しておく。

・�の 閉包 ����(����とは、点 �を中心とする半径 ���０� の球 ����� が � の値によ
らず、� � ����� �� �を満たすような � の集合として定義される（図 ������ ）。�の閉
包を ���� または 9� :と書く。形状モデリングにおいては、境界を持たない部分に境
界を付け加える、という意味でこの用語を用いることが多い 。

・ � の 内部 �&/���&���とは、図 ����'� に示すような点集合で、点 �を中心とする半
径 ���０� の球 ����� を考えたとき、十分小さい � をとれば ����� �� となる点 � の
集合のことである。� の内部を ���� と書く。３次元ユークリッド空間において形状
� の内部というときは、立体の境界とはならないぶら下がり面やぶら下がり稜線は除
去される。

・� の 境界 �'��/���0�とは、� に属し、内部でない点の集合のことで、���� と書
く �図 �����。

正則集合

8�>�&���はソリッドモデルのモデリング空間を「有界」「正則」「半解析的」な形状の
集合であると定義し、そのような形状の集合を正則集合 ���(��� と呼んだ。半解析的で
あるとは、図 ���のように端点で振動して収束しないような曲線・曲面を除外するため
の条件である。この例では、��０のとき無限に振動するので、� �０ で境界を定義
できない。また、正則な形状とは、数学的には次の性質を持つ形状 � として定義さ
れる。

� � �������

この式において、� は内部、� は閉包を示している。� の内部 ���� を取ることによっ
て立体でない部分や立体の境界が除去され、さらにその閉包 �������をとることによっ
て、立体部分とその境界のみが残される。すなわち、この式が成立するということは、
形状に立体でない部分が存在しないことを意味している。� がワイヤフレームやサー
フェスであれば、��� � は空集合となるので、正則の条件は満たさない。

図 ���に正則集合に属する形状の例を示す。正則集合は、図 ��� ��� ��� のような多様体
でない立体も定義域に含むが、ワイヤフレームやサーフェスは含んではならない。
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  point-set  

(a) closure 
   

(b) interior 
       

(c) boundary
       

M

図 ���. ２次元形状 Ｍの ��� 閉包、�'� 内部、��� 境界�



	��� 形状モデルの数学的記述 ��

y=sin(1/x)

y

x

図 ���. 半解析的でない曲線の例�

(a) (b)

(c) (d)

図 ���. 正則集合�
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正規化集合演算

次にソリッドモデルの集合演算の定義について述べる。正則なソリッドモデルに数学
で通常用いられている集合演算（�����）を適用するとき、演算結果は必ずしも立体
とはならず、定義域から外れてしまうことが知られている。図 ��� では正則なソリッ
ドモデル �
 � の積集合を示している。- と % の共通部分は斜線で示した形状である
が、この部分を積集合としてとると演算結果は正則ではない形状となる。

そこで、8�>�&��� は集合演算の結果が常に正則となるような定義を提案し、その演算
を正規化集合演算とした。点集合 � の正規化 ���� とは、- の閉包、内部をそれぞれ
����
 ���� として、

���� � �������

と定義される。正規化集合演算を、和集合、積集合、差集合に応じて �������� と書
くとき、次のように記述することができる。

� � �� � � ��� ���

� � �� � � ��� ���

� ��� � � ������

このような定義により、図 ��� の集合演算の結果は空集合となる。

しかし、正規化集合演算は、非多様体形状モデルのための集合演算としては明らかに適
していない。たとえば図 ������ のように、サーフェスとソリッドの混在した形状Ａと
Ｂとの正規化和集合演算では、正則ではない部分がすべて除去されるので、図 ��� �'�

のような形状となってしまう。非多様体形状モデルでは、ソリッドやサーフェスとの混
在が表現できるという利点があるが、正規化集合演算ではこの利点を損なってしまう。
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A

B

図 ���. 積集合に縮退した形状が現れる例�

��� 本研究の方針

ソリッドモデルの数学的記述として用いられてきた正則集合や正規化集合演算は、非
多様体形状モデルには適していない。そこで、非多様体形状モデルについて論じるに
あたっては、これらに相当するものを定義しておく必要がある。

定義域

非多様体形状モデルを定義する際には、いたずらに定義域を広くするのではなく、数
学的な性質の優れた形状の集合が望ましい。形状モデルの数学的背景である位相幾何
学は長い歴史を持っており、代表的な幾何形状については非常に詳細な研究がなされ
てきた。したがって、非多様体形状モデルを数学の分野で十分研究された幾何形状に
準じて定義することができれば、数学的扱いが容易になり、幾何形状の性質などに関
する様々な数学の定理が利用できることになる。

本研究では、このような観点から、数学の分野で一般に用いられてきた「複体」����,����

に準じて非多様体形状モデルを定義する。複体とは / 次元多様体が混在した幾何形状
を扱うために数学者 5�&/���� ������� ��� が導入した概念で、ワイヤフレーム、サー
フェス、ソリッドの混在するような幾何形状を記述する概念として適していると考え
られる。このような定義域を採用する利点としては、以下のようなことが挙げられる。

� 位相的性質がよくわかっている。

� ほとんどの非多様体形状モデル研究 92�&�����
 #�(������
 +��(�3��
 =�'�0�(�&� 
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A

B

(a) (b)

A+B

図 ���. 正則でない形状Ａ
Ｂの正規化和集合�

E�������& !
 ����?�� �: で表現対象としている幾何形状を、数学的な言葉で記
述したものとなっている。

� 胞体と呼ばれる構成要素の集合で形状が記述されるので、境界表現に適している。

また本章で述べる定義は、実際に非多様体形状モデリングシステムを構築し、様々な
応用に適用していく上でも非常に有用なものである。それについては本論文の３章以
降で、本章の定義に基づいた形状操作や形状表現、またその応用などの研究成果を通
じて実証していくものとする。

なお、非多様体形状に関して異なる定義を用いた研究もあることを述べておく。8�((&�/��
と 8�>�&���の研究 98�((&�/�� �:では、複体の部分集合を考えることにより、境界を持
たない開いた形状も定義域に含めた。しかし、このような定義域は位相的な性質が素直で
はないために形状操作が極めて複雑なものとなり、また境界を持たない形状を定義域に
含めることによりどのような利点が生じるのかも明らかではない。また、相澤 9-&3�1�� :

の研究のように、胞複体鎖に基づいて形状モデルを定義した研究もある。この研究は代数
的手法によって形状処理を記述することを目的としており、一般の形状モデリング研究
とは大きく異なったものであるのでここでは論じない。また、形状モデルの定義域として
一般次元の形状を扱った研究として 98�((&�/�� !
 B&�/������ 
 %�&((�/ !
 5����33& �:

などがある。ただし、４次元以上の高次元形状においては、形状設計における利点は
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明らかではない。

集合演算

ソリッドモデルで用いられてきた正規化集合演算は、集合演算の結果が必ず正則なソ
リッドとなるので、ワイヤフレームやサーフェスの集合演算には適用できない。した
がって、非多様体形状モデルにおいても適用できる集合演算を考えることが必要であ
る。98�((&�/�� �: のように、境界のない開いた形状まで含めた定義域を採用するので
あれば、数学で用いられる集合演算の定義をそのまま流用できるが、本論文を含めた
多くの非多様体形状モデル研究では閉じた幾何形状のみを扱っており、数学で用いら
れる集合演算をそのまま用いることはできない。

また、たとえ定義域に収まっていても、集合演算を形状生成の手段として考えると、不
用意に縮退した面や稜線を生成することは望ましいことではない。たとえば、図 ���の
ような境界を接するような２つの立体 Ａ�Ｂの積集合を考えるとき、非多様体モデル
ではこのような正則でない形状も矛盾なく扱うことができるが、立体形状の作成手段
としては縮退した部分は多くの場合不要である。したがって、図 ��� のような場合、縮
退した面ではなく空集合を演算結果とした方が望ましいことが考えられる。

以上のような観点から、次に示すような条件を満たす集合演算が、非多様体形状モデ
ルの集合演算として望ましいものであると考える。

�� 任意の形状モデル間で集合演算（和集合、差集合、積集合）が定義できる。

�� 集合演算で作られた形状は、形状モデルの定義域におさまる。

�� 任意の形状モデルは、他の形状モデル間の集合演算結果として得ることができる。

�� 正則なソリッドモデル間の集合演算では、正則集合演算と一致する結果を得るこ
とができる。

４節では、これらの条件を満たした集合演算の定義を提案する。
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��� 非多様体形状モデルの定義域

本節では、まず複体について説明した後、本研究で用いる非多様体形状モデルの定義
について述べる。

����� 用語の定義

複体とは、異なる次元の多様体を組み合わさせて生成される幾何形状を扱うために
5�&/���� が導入した概念である。ここでの複体に関する説明は、位相幾何学の参考書
である 9数学 �
 数学 �
 数学 �
 数学 �:に基づいている。なお、ここで述べる複体とは、
ユークリッド空間の部分集合で、構成要素が有限個であるもののみを考える。

胞体

３次元ユークリッド空間においては、複体は、図 ��� に示したような０胞体、１胞体、
２胞体、３胞体を組み合わせることによって構成される。胞体はいずれも境界を含ま
ず、また穴や空洞があってはならない。厳密には胞体は次のように定義される。
「ユークリッド空間の部分空間 � に対し、連続写像 � . � � �� 9�: で �� ���� � ��と
なり、かつ � . � � �  ��� �� � となる � がとれるならば � を �次元胞体 �/������ま
たは開胞体 ��,�/ ����� と呼ぶ。」
ここで、� �
  ��� をそれぞれ �次元単位球体、��１次元単位球面、また 9�: を �の
閉包、��を 9�: � � とする。この定義では、��に関する条件も規定しており、端点で無
限に振動するような半解析的でない曲線は、端点で集積点を持たないので胞体の定義
から除外される。

0-cell 1-cell 2-cell 3-cell

図 ���. ０胞体、１胞体、２胞体、３胞体�
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複体

複体とはこれら胞体が、互いに交わらず、次元の低い胞体が次元の高い胞体の境界上
に存在するように組み合わされたものである。数学的には、ユークリッド空間の部分
空間 ! が次に示す条件を満たすとき、! が複体であると定義される。ここで、" は
胞体のための添字集合、!� は次元が �以下の �� �# � "�全体の集合である。

�� ! �
�

���

��

�� ��
�
�� � � �$ �� #�

�� �� の次元が � �１ ならば 9��:� �� � !�

図 ���は、これらの条件を具体的に説明するために示したもので、複体に反する形状の
例である。形状 ��� は面に空洞があり、２胞体ではないので条件１に反する。形状 �'�

は１胞体と２胞体が交点を持つので、条件２に反する。また、形状 ��� は 端点が存在
しないので、条件３に反している。

一方、図 ���は複体の例である。
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点集合としての定義域

本論文においては、非多様体形状モデルの定義域を、複体がユークリッド空間に占め
る点集合で表される幾何形状と定義する。すなわち、幾何形状 ! が複体の条件を満た
す胞体の集合に分割できるとき、! を非多様体形状モデルの表現対象と考える。

境界表現非多様体形状モデルの定義

次に、非多様体形状モデルを境界表現で表す場合の位相要素の定義と、位相要素の満
たすべき条件を複体に準じて定めることにする。複体は胞体の集合によって定義され
ているので、２�多様体や正則集合が単に点集合として定義されていたのと異なり、幾
何形状を境界表現で表すときの位相構造についてもある程度規定していると考えるこ
とができる。
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(b)

(c)

(a)

図 ���. 複体でない形状�

３次元複体は、０胞体、１胞体、２胞体、３胞体の集合で構成される。境界表現形状
モデルも同様に、頂点、稜線、面といった位相要素の集合で表現されてきた。ここで
は、境界表現形状モデルの位相要素を 	�����
 ����
 ����
 	����� と呼ぶことにする。
	����� とは、面に囲まれた立体部分に対応する位相要素である。

従来の境界表現形状モデルでは空洞や貫通穴を持った位相要素を認めているため、位
相要素の定義は胞体とは異なっている。すなわち、図 �� のような形状を表現すると
き、図 ��� ���
 ���
 ��� に示した形状のように空洞や貫通穴が生じないように分割して
表現することは境界表現形状モデルでは一般的ではない。そこで、複体が胞体の集合
として定義されているのに準じて、非多様体形状モデルを以下のような位相要素の集
合で構成されているものとする。図 ���! に位相要素の図を示す。

������ ０胞体。�% の一点

���� １胞体。両端点を含まない有界で連結な線分。

���� 境界を含まない有界で連結な面。すべての点の近傍が２次元単位開球と同相。有
限個の穴があってもよい。向き付け可能（裏と表の区別があること）で、境界は
空集合でない。すなわち、メビウスの輪や球面は除外される。
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(a) (b) (c)

(d) (e) (f)

(g) (h) (i)

図 ���. 複体の例�
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(a) face with 
      a cavity

(b)  volume with
     a through-hole

(c) volume  with
          a cavity

図 �� . 空洞と貫通穴を持つ形状�

(a)  vertex (b)  edge

(c)  face

(d)  volume

図 ���!. 位相要素�
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������ 境界を含まない有界で連結な３次元領域。すべての点の近傍が３次元単位開
球と同相。有限個の貫通穴や空洞があってもよい。

本論文では、境界表現非多様体形状モデル � を次の条件を満たす位相要素の集合
�&�	 $ � "
で表現されるものと定義する。ここで、�� は次元が �以下の&� �# � "�

全体の和集合である。

�� � �
�

���

&�

�� &�
�
&� � � �$ �� #�

�� &� の次元が ��１ ならば 9&�:� &� ���

これらの条件は、これまでの境界表現でも用いられてきた制約であり、自然に受け入
れることのできるものである。また、本定義に基づいて境界表現形状モデルを構成す
れば、����
 	����� を適当に分割することで複体に帰着させることができるので、数
学的扱いも容易である。
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��� 集合演算の定義

本研究では、正規化集合演算に代わる非多様体形状モデルの集合演算として、図 ����

に示されるような集合演算を用いる。この図では、左側に二つの形状Ａ、Ｂをそれぞ
れ実線、破線で示しており、右側に演算結果を示している。ここでは、定義される集
合演算の和、差、積をそれぞれ �
 �
 
 と書き、数学で用いられる集合演算 �����

と区別するものとする。これらの集合演算は、

� 任意の形状モデル間で集合演算（和集合、差集合、積集合）が定義できる、

� 集合演算で作られた形状は、形状モデルの定義域におさまる、

� 任意の形状モデルは、他の形状モデル間の集合演算結果として得ることができる、

� 正則なソリッドモデル間の集合演算では、正則集合演算と一致する結果を得るこ
とができる、

という条件を満たしている。

以下に、それぞれの定義について述べる。

����� 和集合

非多様体形状モデルＡ、Ｂの占める点集合の和を和集合の定義とした場合、非多様体
形状モデルの定義域に関して閉じている。また、正則な形状モデル間の和集合の結果
は正規化集合演算と一致する。したがって、非多様体形状モデルの和集合を以下のよ
うに定義することができる。

��� � � ��

図 ������� に、和集合の例を示す。

����� 差集合

点集合間の差集合 � の場合は、境界を持たない部分が生じるために、本論文の非多
様体形状モデルの定義域に納まらない。図 ���� に例では、立体ＡとＢとの差集合は図
�����'� の破線で示した部分において境界が存在しない。
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A

B

A

B

A

B

(b) difference

(c) intersection

(a) union

result

result(+) result(−)

result

図 ����. 非多様体形状モデルの集合演算の例�
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(a) (b)

A B
A−B

図 ����. 差集合が開集合となる例�

そこで、差集合が定義域に納まるように、図 �����'� に集積点を加える演算を差集合
演算 � と定義する。この演算は、正則なソリッド間の差集合の場合は正規化集合演算
の結果と一致する。非多様体形状モデルの差集合は ��� の閉包として以下のように
なる。

�� � � ��� ���

����� 積集合

数学で用いられる積集合で生成される形状は、非多様体形状モデルの定義域に納まっ
ている。したがって、点集合間の共通部分を非多様体形状モデルの積集合と考えるこ
とは可能である。

しかし、設計作業の支援という観点から考えると必ずしも適当な定義ではないように
思われる。たとえば、図 ��� のように、境界を接するような２つの立体 Ａ�Ｂの積集合
を考えると、演算結果は２次元の面となる。非多様体モデルではこのような正則でな
い形状も矛盾なく扱うことができるが、立体形状の作成手段として集合演算を用いる
場合には縮退した部分は多くの場合不要である。

ただし、形状モデリングの一般のアプリケーションを考えた場合は、縮退した部分が
重要となることも考えられる。たとえば、ソリッド間の干渉チェックを積集合を用いて
求める場合には縮退した面、線、点には意味があり、それぞれ面接触、線接触、点接
触を表わしている．

従って、積集合の縮退部分を残しても除去しても積集合の定義としては矛盾しないこ
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とから、本論文では、積集合には２つのバージョンがあるものとし、縮退した部分も
残す積集合を 
�、除去する演算を 
� と書くことにする。図 ������� には縮体した部
分を残す演算と除去する演算の例が示されている。なお、
� で除去するのは縮退した
部分だけなので、この例から明らかなように、常に正規化集合演算と一致するとは限
らない。

数学的には、縮退した部分を削除する積集合は次のように定義することができる。い
ま、非多様体形状モデルの占める点集合を �
 点 � を中心とする十分小さい半径 & の
３次元開球 �� 	 	�� �	 ' &
 を �����、また、� � � で � � �����が / 次元開球と同相
となるような点 � の集合を ����� と書き、

(��� � ����� � ����� � �	���

とする。このとき、積集合を ��(��� � (���� とすれば、縮退部分を含まない演算結果
が得られる。正則なソリッド ) をこの演算に当てはめた場合は、���)� � �
 ���)� � �

なので演算結果は正則となり、正規化集合演算の結果と一致する。

以上から、積集合演算は以下のような定義となる。

�
� � � ��(��� � (���� （縮退した部分を残さない）

�
� � � � �� （縮退した部分を残す）
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��� まとめ

本章では、以下のことについて述べた。

�� 本論文で扱う非多様体形状モデルの定義を示した。

非多様体形状モデルには広く一般的に認められた定義がないため、非多様体形状
モデルについて論ずるためには、どのような定義域の幾何形状を扱うのかを明確
にする必要がある。本論文では、非多様体形状モデルで表現対象とする幾何形状
を複体に準じて定義する。

�� 非多様体形状モデルのための集合演算について定義した。

非多様体形状モデルには従来の正規化集合演算はなじまないため、集合演算の定
義を示す必要があった。そこで本研究では、非多様体形状モデルに適した集合演
算の定義を行った。本定義に基づいて集合演算を行った場合、演算結果は非多様
体形状モデルの定義域に納まっており、さらに、正則なソリッドモデル間の演算
では正則集合演算の結果と一致する。



������� 	

非多様体形状モデルのオイラー操作

オイラー操作はソリッドモデルの位相データを変更する操作として広く用いられてき
たが、非多様体形状モデルに適用できるオイラー操作は知られていなかった。本章で
は、非多様体形状モデルにおいて、ソリッドモデルのオイラー操作と同等の性質を継
承した基本操作群を導出するための数学的な手法を提案する。本研究は、非多様体形
状モデルのオイラー操作を導出した初めての研究 9#�(������
 #�(���� ': として知
られている。

本論文では複体のオイラー・ポアンカレの式を利用して非多様体形状モデルで成立す
る位相的な関係式を導出し、その式に基づいてオイラー操作を定義する方法を示す。そ
して、任意の非多様体形状モデルは、理論的には９種類のオイラー操作を組み合わせ
ることで生成できることを証明する。

また、本章の数学的道具を用いて、様々な定義域の形状モデルでのオイラー操作につ
いても論じる。さらに、オイラー操作を設計する方法についても論じる。

 �
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��� 形状モデルの位相操作

本節では、形状モデルの位相変形操作であるオイラー操作について説明し、オイラー
操作が形状処理において非常に重要な操作であることを述べる。

����� オイラー操作

境界表現形状モデルでは、����
 ����
 	����� といった位相要素の集まりによって形状
を表現する。これらの位相要素間の関係はグラフ構造で表現されているが、形状の位
相構造を変更する際には、このグラフ構造を矛盾なく変更することが必要である。し
かしながら、境界表現の場合、グラフ構造は大変複雑であり、形状として矛盾を生じ
ないように位相構造を変更していくことは難しい作業である。そこで、ソリッドモデ
リングでは、位相要素間の整合性を保持する基本操作としてオイラー操作がよく用い
られている。

オイラー操作とは、%�������がソリッドモデルの位相変形を行なうために � �� 年に
提案した操作群であり、ソリッドモデルの最も基本的な位相操作である 9%���������: 。
この操作群は、２� 多様体ソリッドが位相的に満たす必要条件であるオイラー式を壊さ
ない原始的な操作によって構成される。%������� は当初、貫通穴や空洞を含まないソ
リッドモデルを対象としたが、%��&� らが貫通穴や空洞を含む場合に拡張し 9%��&��!:、
次の式がソリッドモデルのためのオイラー式、またはオイラー・ポアンカレの式とし
て一般に用いられている。

9頂点の個数:� 9稜線の個数: � 9面の個数:� 9面の穴の個数:

�２ �9連結成分の個数:� 9貫通穴の個数:�

一般に、ソリッドモデルのオイラー操作とは、この式の関係を維持し、各変数の増減
が１であるような原始的な操作をいう 9%���������
 %��&��!:。

ソリッドモデルのオイラー操作の基本的な性質として、

「すべての２�多様体ソリッドモデルの位相構造は、いくつかの原始的な操作を組み合
せることによって生成できる」

という定理が知られている 9%��&��!
 #�/�0����:。したがって、十分なオイラー操作
を用意しておけば任意の位相変形操作はオイラー操作を組み合せることによって記述
できるので、形状処理システムの実装に大変都合がよい。
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オイラー操作の利点は次のようにまとめることができる 9%��&��!
 #�/�0����
 ��&0�?������:。

� オイラー操作は位相要素の個数に関して整合性を保持するので、それらに基づい
て実装された形状変形操作でも位相要素の個数の整合性が保てる。

� オイラー操作は実際のデータ構造を隠蔽するので、アルゴリズムが特定のデータ
構造に依存する度合が少なくなる。

� オイラー操作の組合せで形状処理を実装することによりシステムのモジュラリ
ティが高まり、プログラムの信頼性の向上や保守の容易さが期待できる。

� オイラー操作は一対一に対応する逆操作が存在するため、形状変形後に位相デー
タを元の状態に復元する逆操作が容易に実現できる。

����� 非多様体形状モデルの位相操作

オイラー操作にはこれらの優れた性質があり、境界表現形状モデリングシステムの実
装には必須のものとして利用されてきた。しかし、従来のオイラー式は、開いた (����

や非多様体形状では成立しないことが知られている。そのため、非多様体形状モデル
が研究されるようになると、これまで形状モデリングの基本的な道具として利用して
きたオイラー操作が使えないという深刻な問題が生じるようになった。

非多様体形状モデルの基本操作としては � �� 年に "#$ オペレータが提案されてい
る 92�&������:。しかし、これらの操作群はオイラー操作のような数学的な背景を持た
ず、拘束式に基づいた操作ではない。そのため、ここで述べたようなオイラー操作の
利点は継承していず、また操作群の選択も場当たり的で基本操作群としては不十分で
あった。任意の位相操作を実現するためにはどのような "#$オペレータが必要か、ま
た "#$ オペレータが位相の整合性をどれだけ保証できるのか、逆操作の存在は保証
されるのかなどに関して十分な答えを提示できていなかった。

オイラー操作の利点の一つは複雑なデータ構造を隠蔽できることであるが、非多様体
形状モデルのデータ構造はソリッドモデルよりもさらに複雑であるので、データ構造
が隠蔽できる基本操作群の必要度はソリッドモデルよりも高い。また、これまで、逆操
作などのオイラー操作の利点を利用した様々なアルゴリズムが開発されてきたが、そ
れらが利用できなくなることはモデリングシステムを構築する上で大きな制約となる。
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��� オイラー操作に関する従来の研究

本節では、これまで提案されてきたオイラー操作に関する研究を概観することにより、
オイラー操作の基礎となるオイラー式について説明する。また、オイラー操作ではな
いが、非多様体形状モデルの位相変形操作として提案された "#$ オペレータについ
ても説明しておく。

����� ソリッドモデルのオイラー操作

�������� のオイラー式

%������� によって最初に示された オイラー操作は、多面体の頂点の数（	）、稜線の
数（�）、面の数（�）の間に関係式：

� � �� � �２ �����

が成立することを利用する 9%���������:。この式はオイラー式と呼ばれ、多面体の満
たすべき必要条件である。オイラー操作とは、この関係式を壊さない基本操作である。
図 ��� にオイラー操作の例を示す。ここでは、稜線 � を �* と �+ に分割し、さらに面
� を �*
 �+ に分割している。それぞれの操作がオイラー操作に相当する。この過程で
はそれぞれ、式 ��� の変数 � と � が１ずつ、及び、変数 � と � が１ずつ増加するが、

�� �１�� ���１� � � � � � ���１� � �� �１� � � � �� �

となるので、操作適用前の形状がオイラーの式を満たしているならば適用後も必ず式
を満たす。このように、オイラー操作によって生成されたデータ構造では、位相要素
の個数は常にオイラー式を満たしているので、位相構造の整合性を容易に保持するこ
とができる。

����� のオイラー式

式 ��� は、���� の空洞や、貫通穴を含まない立体に対する関係式であるが、この式
は %��&� らによって、貫通穴を含んだソリッドモデルで成立するように拡張された
9%��&��!:。この場合、頂点の数（	）、稜線の数（�）、面の数（�）、面の空洞の個数（�）

貫通穴の個数（�）
 連結成分の個数（(）の間に次の関係式が成立する。

� � �� � � � �２ �	� �� �����
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e
e1

e2
f f1

f2

図 ���. オイラー操作の例�

v=16, e=24, f = 10, r = 2,
s = 1, h = 1

   v−e+f−r=2(s−h)=0

図 ���. オイラー式：� � �� � � � �２ �	� �� の適用例�
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図 ��� に式 ���の適用例を示す。

また、%��&� はオイラー式とベクトル空間との類似性に着目して、任意の２� 多様体ソ
リッドは、５種類のオイラー操作の組み合せて生成できることを示した 9%��&��!:。こ
のことは以下のように説明できる。

式 ��� は６個の変数を持つので、これらを主軸とする６次元空間を考えることができ
る。この場合、式 ��� は６次元空間における超平面 � を表しており、任意のソリッド
モデルは、超平面上の点 , ��� �� �� �� 	� �� に対応する。�は自由度が５であるので、�
上の任意の点は独立な５個の基底ベクトルの線型結合で表現することができる。ここ
で、基底ベクトルをオイラー操作とみなせば、独立なオイラー操作は５種類であるこ
とがわかる。

オイラー操作の応用システム

オイラー操作に基づいた形状モデリングシステムの研究としては、+2% 9#�/�0����:

や#@C7; 9��&0�?������: が知られている。+2% では、式 ��� に基づいたオイラー
操作やその逆操作によって形状変形操作を実現している。また、千代倉はオイラー操
作に一対一に対応する逆操作が存在する性質に着目して、変更した形状を以前の状態
に戻す �/�� 操作が行なえるソリッドモデラ #@C7; を開発した。すべての形状変形
操作をオイラー操作の組合せによって記述し、オイラー操作や幾何データ変更の履歴
を操作ツリーとして保持することによって、形状生成のどの段階にでも後戻りするこ
とが可能となる。

非多様体位相への適用例

しかしながら、このようなオイラー操作は非多様体形状モデルで用いることはできな
い。なぜなら、非多様体形状ではオイラー式 ��� 、��� は成立しないからである。図
��� に式 ��� が成立しない例を示す。立体ではない例として図 ������ を考えてみると、
	����� は６個、���� は７個、���� が２個、(���� が１個であるが、

� � �� � � � �１

２ �	� �� �２

となるので、式 ���は成立しないことがわかる。また、立体であっても、図 ��� �'� の
ように４枚の ���� に共有される非多様体稜線を含む形状では、	�����が１４個、����
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が２３個、���� が１２個、(���� が１個となり、

� � �� � � � �３

２ �	� �� �２

となるので、式 ���が成立しないことがわかる。

����� ワイヤフレームと紙モデルのオイラー操作

また、２�多様体以外の形状に対しては、2&�(�/ が紙モデルとワイヤフレームモデルの
それぞれについてオイラー操作を示した 92&�(�/��:。

紙モデルのオイラー式

紙モデルとは、一枚の紙からハサミを使って作ることのできる平面形状を ��� 他の紙
とは端でのみ接続し、��� ３枚以上の面は同一稜線で接続しない、という条件で生成で
きる形状であり、位相的には、境界のある２�多様体と、閉じた殻となる境界のない２�

多様体の２種類が生成される。紙モデルが閉じた殻であるときは既に述べた２�多様体
ソリッドモデルと見倣せるので式 ��� が成立する。一方、境界のある２�多様体のとき
には、頂点の数（	）、稜線の数（�）、面の数（�）、面の穴の数（�）、形状モデルの穴
の個数（�）、連結している位相要素の個数（(）の間に、

� � �� � � � � 	� � �����

が成立する。したがって、紙モデルが閉じているかどうかによって式 ��� と ��� を使
い分けることになる。図 ������ は、開いた紙モデルで式 ��� が成立していることを示
している。

ただし、この研究では、２�多様体ソリッドと開いた (���� のそれぞれについてオイラー
操作を示しているが、非多様体稜線など、多様体でない形状は定義域に含まれていな
い。また、境界のない２�多様体と境界のある２�多様体の場合でオイラー式を使い分け
なければならないため、両者にまたがる位相操作は定義できないという問題がある。
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v - e + f - r = 1
  2(s - h ) = 2

v - e + f - r = 3
  2(s - h) = 2

(a) (b)

図 ���. オイラー式：� � �� � � � �２ �	 � �� の成立しない形状�

v - e + f - r = 1
   s - h  = 1

v - e + l = 1
   s = 1

(a)  paper model (b) wireframe model

l1
l2

図 ���. 紙モデルとワイヤフレームモデルのオイラー式の適用例�
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ワイヤフレームモデルのオイラー操作

また、2&�(�/ はワイヤフレームモデルを、	�����を岐点、���� を枝とするグラフと考
え、独立なループの個数を 
 としたときのオイラー式を次のように求めた。

� � �� 
 � 	 �����

図 ��� �'� の例では、独立なループは 
� と 
� の二つなので、
 �２ となり、式 ��� を
満たしている。この式は、頂点が �本以上の稜線に共有されても成立するため、�次元
の非多様体形状に関するオイラー式とみなすことができる。（これは、本章３節で述べ
るように、式 ��� における独立成分の個数 	 と独立なループの個数 
 が１次元非多様
体形状の位相的な特性を記述するのに十分な位相不変量であることによる。）

����� ��	 オペレータ

オイラー操作ではないが、ワイヤフレーム、サーフェス、ソリッドが混在した非多様
体形状を対象とした位相操作としては、2�&��� の提案したＮＭＴオペレータがある
92�&������:。この操作は、ソリッドモデルのオイラー操作からの類推により、経験と直
感に基づいて決められており、オイラー操作のような位相的な関係式に基づいてはい
ないため、オイラー操作の優れた性質は受け継いでいない。そのため、次のような問
題点があった。

�� 位相操作の決め方が場当たり的である。

�� どのような基本操作をあらかじめ用意しておけば非多様体形状モデリングにとっ
て十分なのかが不明である。

�� "#$ オペレータを組み合わせて実現される位相操作が定義域に関して閉じてい
るかが不明である。

�� １対１に対応する逆操作の存在が保証されていない。
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��� 本研究の方針

非多様体形状モデルの基本操作として最も望ましいと考えられるのは、ソリッドモデ
リングのオイラー操作の利点をすべて引き継いでいる操作群である。そのためには任
意の非多様体形状で成立する関係式を導出し、その式に基づいて非多様体形状モデル
のオイラー操作を定義する必要がある。

しかし、そのような関係式はこれまで提案されていなかった。そこで、本論文では、非
多様体形状モデルの定義からオイラー式に相当する関係式を導出し、それに基づいた
オイラー操作を提案する。

オイラー操作に関する議論の構成

非多様体形状モデルのオイラー操作に関する議論は、以下のような構成でなされる。

まず、次の４節では位相幾何学の基礎的事項について解説する。ここでは、ホモロジー
群の概念について述べ、複体のオイラー・ポアンカレの式 ���� が導かれる数学的背景
について述べる。

５節では、複体のオイラー・ポアンカレの式を利用することによって、非多様体形状
モデルのための位相的な関係式を導出する方法について述べる。

６節では、導出した関係式に基づき、独立な９種類のオイラー操作があれば任意の非
多様体形状モデルが生成できることを証明する。また、非多様体形状モデリングのた
めの基本位相操作群についても論じる。

７節では関係式を限定的に適用することによって、様々な定義域の形状でオイラー操
作が導出できることを示す。

８節では、オイラー操作の実装について論じる。
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��� 数学的背景

本節では、複体のためのオイラー・ポアンカレの式とその数学的な背景について説明
する。ここでの目的は主として、位相幾何学の基礎概念について説明し、複体のオイ
ラー・ポアンカレの式


��
�

��０

��１��-� �

��
�

��０

��１��.�

（-� はｐ胞体の個数
 .� はｐ�%���&数）を導出することなので、既に十分な知識がある
場合や、この式の導出法に関する詳細な議論に興味のない場合には、次節に飛んでも
差し支えない。

以下において、まずオイラー式の基礎となっているホモロジー群と %���&数の概念につ
いて説明する。次にこれらの概念が３次元形状モデリングでどのような意味を持つかに
ついて述べる。最後に、複体のオイラー・ポアンカレの式について説明する。なお、こ
こでの数学的な定義や記述法は、主として、位相幾何学の参考書 9数学 �
数学 �
数学 �:

に基づいている。

����� ホモロジー群

オイラー式の基本的な考え方は、形状を分類するための指標を導入することである。境
界が２�多様体のソリッドモデルの取りうる形状には無限の種類がある。しかし、連結
成分の個数
 貫通穴の個数をそれぞれ � 座標と 0 座標とすると、様々なソリッドモデ
ルが同一の格子点に対応する。たとえば、四面体は �１�０� に対応するが、この対応
付けでは多角柱、多角錐や球などはすべて同一の点に対応する。このように、位相が
異なっても同じになる量を位相不変量と呼ぶ。

位相不変量による分類を一般化したものがホモロジー群である。連結成分と貫通穴に
よる分類は、２�多様体のホモロジー群に相当している。ここでは、複体のホモロジー
群について考えるが、そのためにまず鎖と輪体の概念について説明し、ホモロジー群
について定義する。

数学用語の定義

複体では形状は胞体の集合で構成される。ただし、ここで扱う複体は、有限個の胞体
から構成され、ユークリッド空間の部分集合である有限ユークリッド胞複体を指すも
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のとする。本論文では、単に複体と呼ぶ。

まず、胞体として、頂点 �０�胞体� ��、辺 �１�胞体� ��、面 �２�胞体� �� を考える。こ
れらを組み合わせることによって幾何形状が作られるが、幾何形状を胞体の代数的計
算に帰着させるために、
頂点 �１� ������ の整数係数１次結合として、

�０ �
��

��１

/���

辺 �１� ������ の整数係数１次結合として、

�１ �
��

��１

����

面 �１� ������ の整数係数１次結合として、

�２ �
��

��１

����

を考える。このとき、�０� �１� �２ をそれぞれ ０�鎖� １�鎖� ２�鎖 と呼ぶ。

例として図 ��� のように胞体分割された形状を考えると、すべての折れ線は１�鎖の
形で書くことができ、たとえば折れ線 �0� であれば、辺の線形結合として、�１ �

�0＋0� と記述できる。領域に関しても同様で、例えば領域 -%C� であれば二つの
面 ��� と ��0 の和なので、��� � ��0 と書くことができる。

また、ｐ�鎖からその境界である �ｐ－１��鎖に対応させる写像を境界作用素 1 と書く
ことにする。例えば、図 ��� における面 -%�
 辺 -%
 頂点 - の 1 はそれぞれ次のよ
うになる。

1����� � �� ��� � ��

1���� � � � �

1� �０

一般に、ｐ�鎖 �０�１�２����� の 1 は、

1��０�１�２������ �
��

��０

��１���０�１���������� �����

となる。ただし、�� は �� を除くという意味である。

次に輪体について定義する。まず、複体 � におけるすべての ｐ�鎖の集合を �����

と書くものとする。このとき、� � ����� でかつ 1� � ０ となるとき、� を � の
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A

B

C

D

c1

c2

図 ���. １�鎖 ���
���と１�輪体 �����

D

A B

C

E

F G

H

c1

c1’
c2

図 ���. ホモローグな１�輪体 ���
��4はホモローグ
 ��
��はホモローグでない��
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ｐ�輪体 という。図 ��� の例では、１�鎖 �� � �0 � 0� は輪体ではないが、１�鎖
�� � �� ��� � �� は、

1��� ��� � ��� � �� � �� � �� ��� � ��� �� �０

となるので輪体である。

また、ｐ�輪体 � に対して 1� � � となる �ｐ＋１��輪体 � が存在するとき、� を境界
輪体という。図 ��� では、２�輪体 ���、�0� の境界上の辺は境界輪体となるので、
すべての１�輪体は境界輪体である。また、この例では３�輪体が存在しないので、２�

輪体 ���
 �0� は境界輪体ではない。

ホモロジー群の定義

ここで、輪体の同値関係を次のように決める。二つの ｐ�輪体 �１� �２ に対し、�１��２
を境界とする �ｐ�１��輪体が存在するとき、�１ と �２ は同値と考える。このとき、�１
と �２ は ホモローグ であるという。このような同値関係によって全体を分類したと
き、同値類の全体をｐ次元ホモロジー群 といい、2���� と書く。

図 ��� の例では、１�輪体 �１ � ��2 �2� � ��� と ��１ � ��0 �0� � ��� を考
えると、�１ � ��１ � ��2 � 2� � �0 � 0�� は ２�輪体 �2� � �0� の境界なの
で、�１ と ��１ はホモローグである。また、�１ 自身も境界輪体なので、�１ �０ もま
た境界輪体である。すなわち、�１ と ��１ は ０とホモローグでもある。一方、１�輪体
�２ � ��� ��3�32 �2�� を考えると、�１� �２ � ��2 �23�3� �������

となるが、四角形 ��32 に相当する部分が空となっているので、�１ � �２ を境界に
持つ２�輪体は存在しない。したがって、�１ と �２ はホモローグではない。

次に %���& 数を定義する。複体 � の ,�鎖の全体を ����� としたとき、ｐ�輪体の集合
4����、,次元の境界輪体の集合 �����、,� 次元ホモロジー群 2���� は次のように
記述できる。

4���� � 9� � �����G 1� �０: �����

����� � 91�G � � ���１���: �����

2���� � 4����5����� �����

ここで、4����5����� は、輪体の同値関係による類の全体を意味しており、4����の
����� による商空間と呼ばれる。

このとき、ｐ次元ホモロジー群の次数 ��
2���� を ｐ次元 ����� 数と呼び、.� と書
く。図 ��� の複体では、すべての１�輪体は０にホモローグなので、.１ � ０ となる。
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一方、図 ��� に示した複体の１次元 %���& 数を考えると、輪体 �２ が境界輪体でなく、
すべての輪体が０か �２ にホモローグなので、.１ �１ となる。

����� ３次元形状モデルの 
���
 数

ホモロジー群や %���& 数という考え方は直観的には捉えにくいものであり、機械設計
のための形状モデリングの用語としては馴染みにくいと思われる。そこで、３次元形
状モデルにおける %���& 数の幾何学的な意味を考えてみたい。

３次元形状モデリングでは、４次元以上の位相要素は存在しないから、０次元、１次
元、２次元の %���& 数を考えればよい。

０������ 数

０次元ホモロジー群 2０��� は次のように解釈できる。いま、頂点 �１� �２� ���� �� を持
つ形状モデル � を考える。このとき、任意の２頂点 ��� �� に関して、� の実体部分ま
たはその境界を通って �� から �� にいくパスがあるかどうかを考える。このパスが存
在するときに ��と �� が同じ類になると考えて頂点全体を分類したものが０次元ホモロ
ジー群である。このような指標で頂点を分類していくと、連結な頂点は同じ類になる
から、頂点全体は互いに非連結な類の集合に分類されることになる。すなわち、０次
元ホモロジー群は、形状モデル� が連結かどうか、また連結でないなら連結成分の個
数はいくつであるかを示す指標であるといえる。したがって、０�%���& 数は連結成分
の個数と一致する。

１������ 数

１次元ホモロジー群では１�輪体について考える。ここでは、図 ���のような貫通穴を
持った形状を例に考える。図において、�１� �２� �３ は輪体を示している。

まず、この形状の内部が詰まっている状態、すなわち、立体の内部に３�胞体が存在す
る場合を考えてみる。このときの形状を�����

１ と書くものとする。輪体 �１ は面の境界
となっているので、明らかに境界輪体であり、０とホモローグである。また、�３ も内
部が詰まっているという仮定から境界輪体となる。一方、�２ は境界輪体ではない。な
ぜなら、�２に囲まれる領域は �����

１ に含まれないからである。�����

１ では、すべての１�

輪体は ��２ �� は任意の整数� とホモローグになる。すなわち、2１��
����

１ � は ��２ の
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c1

c2

c3

図 ���. 貫通穴を持った形状における１�輪体� �内部の詰まったソリッドならば独立な
輪体は �� のみ��

c1

c2

図 ���. 複数の 連結成分 を持った形状における２�輪体� （空洞を持ったソリッドなら
ば独立な輪体は �� のみ�）
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形に書けるので、
2１��

����

１ � �� �

となり、�����

１ の１�%���& 数は１となる。ここで、�� は 同型であることを示す記号で
あり、また � は整数全体を示している。�２ に相当する１� 輪体は、貫通穴の個数が１
個増えるごとにその周囲を一周するように１個作れるので、立体の１�%���& 数は貫通
穴の個数に一致することがわかる。

一方、図 ��� を閉曲面で、その内部に３�胞体が存在しない形状 ����

１ と考えることも

できる。これはソリッドモデルを ２�多様体と考える定義に相当する。このように考え
た場合では �３ を境界とする２�輪体は ����


１ 上には存在しないので、�３ は境界輪体
ではない。また、�２� �３ を境界とするような２�輪体も存在しないので、�２ と �３ は
ホモローグでない。この例では、すべての１�輪体は 
�２���３ � 
� � は任意の整数�

にホモローグなので、１次元ホモロジー群は、��２ � ��３ の形に書け、

2���
���

１ � �� � � �

となる。したがって、１�%���& 数は２である。�２
 �３ に相当する１�輪体は貫通穴の個
数が１増えるごとにそれぞれ１個ずつ増えるので、閉曲面の１�%���&数は貫通穴の個数
の２倍に等しい。オイラー式 ��� の右辺の � に係数２がつくのはこの理由からである。

２������ 数

次に２次元ホモロジー群を考える。図 ��� は、空洞を持った形状モデルの例である。こ
の図で、�１� �２ は２�輪体で、それぞれ立体の外側の境界面と、空洞の境界面を示して
いる。この場合も、形状の内部が詰まった場合と、境界面についてのみ考える場合の
二通りについて示す。

立体内部に３�胞体が存在するときは、�１ � �２ を境界とする３�輪体が存在し、�１ と
�２ はホモローグとなる。ここで、�２ は空洞の境界であり、�２ を境界とする３�輪体
は存在しないので、�２ は境界輪体ではない。�

����

２ では、すべての２�輪体は ��１ と
ホモローグであり、２次元ホモロジー群は ��１ の形に書け、

2２��
����

２ � �� �

となるので、２�%���& 数は１となる。�２ に相当する２�輪体は立体に空洞が１個でき
るごとに１増えるので、立体の２�%���& 数は空洞の個数に一致する。

一方、図 ��� を閉曲面で３�胞体が存在しない形状����

２ と考えた場合は、�１ と �２ は

非連結なので、２個の閉曲面と考えることができる。当然、�１ と �２ はホモローグで
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ない。しかも、３�胞体が存在しないので、�１ も�２ も境界輪体ではない。したがって、
２次元ホモロジー群は、��１ � ��２ の形に書け、

2２��
���

２ � �� � � �

となり、２�%���& 数は２になる。�１ に相当する２�輪体は閉曲面１個につき１個存在
するので、閉曲面では ２�%���& 数は連結成分の個数と等しくなる。したがって、２�多
様体では、２�%���& 数と !�%���& 数はともに (���� の個数に等しい。オイラー式 ��� の
右辺の �( は ２�%���& 数と !�%���& 数 の和に相当している。すなわち、ソリッドモデ
ルのオイラー・ポアンカレの式 ��� の右辺は、,�%���& 数を .�、連結成分の個数 を 	、
貫通穴の個数を � とするとき、

6 � .０ � .１ � .２ � 	�２ �� 	 �２ �	� �� ��� �

となっている。 6 はオイラー特性数と呼ばれる位相不変量である。

����� 複体のオイラーポアンカレの式

次に複体のオイラー特性数を考えることによって、複体のオイラー・ポアンカレの式
を導く。ｐ次元ホモロジー群 2���� の次数を .� とし、また、複体 � のオイラー特
性数 6��� を

6��� �

��
�

��０

��１��.� ����!�

と定義する。

このとき、Ｋにおけるｐ�胞体の個数を -� 、Ｋの ｐ�鎖の全体を ����� とすると、
����� はすべてのｐ�胞体 �１��２� ���� ��� の１次結合として、

����� �
���

��１

/��� �/�は任意の整数�

と表されることから、
-� � ��
����� ������

となる。また、線形写像として境界作用素 1 を考え、���１���
�
�� ����� とすると

き、ｐ�輪体の全体 4���� は定義（式 ���）より写像 1 によって０ に移されるので、1
の核となる。また、1����� の像は ,次元の境界の全体 ���１である。したがって、線
形代数の階数と核の次元の定理 9数学 �: を用いることにより、

-� � ��
����� � ��
�1�１０� � ��
�1������ � ��
4���� � ��
���１��� ������
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と変形できる。また、商空間 �57 の次元は ��
� � ��
7 であるから 9数学 �:、

.� � ��
2���� � ��
�4����5������ � ��
4����� ��
����� ������

となる。また、最高次元である ��
� 次元の境界輪体は存在しないことから、

�
��
��� �０ ������

である。以上の式より、式 ���!は次のように変形できる。

6���

�

��
�

��０

��１��.�

�

��
�

��０

��１�����
4����� ��
�����
 �式 %�*%より）

�

��
�

��０

��１����
4���� �

��
�

��０

��１���１��
�����

�

��
�

��０

��１����
4���� �

��
�

��１

��１����
���１��� �式 %�*8より�

�

��
�

��０

��１�����
4���� � ��
���１���
 ���１��� �０より�

�

��
�

��０

��１��-� �式 %�*+より� ������

よって、ｐ胞体の個数 -� と ｐ�%���&数との関係式として、次式が導かれる。


��
�

��０

��１��-� �

��
�

��０

��１��.� ������

この式は、/ 次元有限ユークリッド胞複体のオイラーポアンカレの式と呼ばれる。
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��� 非多様体形状モデルのためのオイラー・ポアンカレの
式の導出

本節では、複体のオイラー・ポアンカレの式を利用して、非多様体形状モデルの位相
要素間に成立する位相的な関係式を導出する。

複体では空洞や貫通穴を持つ位相要素は許されないが、形状モデリングでは空洞や貫
通穴持った位相要素を許している。そのため、非多様体形状モデルに、直接、複体の
オイラー・ポアンカレの式を適用することはできない。そのため、%���& 数に影響を与
える空洞や貫通穴の個数も考慮した関係式を算出する。

����� 位相的な関係式の導出

関係式のパラメータ

非多様体形状モデルのオイラー特性数に影響を与えるパラメータとしては次のものが
ある。

� �. 	����� の個数

� �. ���� の個数

� � . ���� の個数

� �. ���� の空洞（�&/�）の個数

� � . 	����� の個数

� � �. 	����� の貫通穴の個数

� � �. 	����� の空洞の個数

ここで、貫通穴、空洞という用語の意味を説明しておく。図 �� は立体、サーフェス、
ワイヤフレームにおける貫通穴を示している。いずれも破線の矢印で示したように、境
界輪体ではないただ一つの独立な１�輪体を持つので、１個の貫通穴を持つと考える。
また、図 ���! は空洞を示している。��� は空洞を持ったソリッド、�'� は閉じたサー
フェスである。��� �'� いずれの場合も形状の内部に空のスペースが１個存在するので、
空洞が１個存在すると考えることができる。
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(a) a solid 
       with a hole.

(b) a surface
       with a hole.

(c) a wireframe 
        with a cycle.

図 �� . ソリッド 
サーフェス
ワイヤフレームにおける貫通穴�

(b) a closed surface(a) a solid with a cavity

図 ���!. ソリッド 
サーフェス
ワイヤフレームにおける空洞�
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また、形状モデルのオイラー特性数は、その %���& 数によって、.� � .� � .	 と表さ
れるが、ここでは直感的な理解のしやすさを考慮して、%���& 数と等価な次の量をパラ
メータとして考える。

� �. 形状モデルの連結成分の個数 �０�%���& 数�。

� ��. 形状モデルの貫通穴の個数 �１�%���& 数�。

� ��. 形状モデルの空洞の個数 �２�%���& 数�。

非多様体形状モデルの胞体分割

さて、このとき、これらのパラメータ間に成立する関係式を求める。複体のオイラー・
ポアンカレの式では、パラメータが胞体の個数なので、この式を利用するためには、空
洞や貫通穴を持った ���� や 	����� を胞体分割する必要がある。非多様体形状モデル
は以下の手順によって胞体分割することができる。

�� 空洞 を持った ���� は、図 ���� ��� に示すように、各 ���, 上の一点を結ぶ ����

を加えることによって胞体の集合に分割することができる。このとき、面 � は、
２�胞体 � � と １�胞体 � � に分割される。このような分割をすべての空洞を持っ
た ���� に施せば、���� の集合は２�胞体と１�胞体の集合となる。このとき、�&/�

の総数が � 個であるとすると、この分割によって新たに � 個の ���� が加えられ
たことになる。したがって、空洞を持った ���� を胞体分割すると ���� の総数は
� 個増えて（�� �）個となる。

�� さらに、空洞を持った 	�����では、	�����の境界の連結成分が複数あるが、図
���� �'� に示すように、非連結な境界位相要素を結ぶ ���� � � を新たに加えるこ
とによって、３�胞体 � � と１�胞体 � � に分割することができる。	����� の空洞
の総数が � � 個とすると、この分割によって新たに � � 個の ���� ができるので、
���� の総数は（�� � � � �）となる。

�� 次に、貫通穴を持った 	�����を分割する。	�����が貫通穴をもつ場合には、ま
ず、図 ���� ��� のような１�輪体 � ができるように 	����� 境界上の ���� や ����

を適当に胞体分割する。	����� 境界上の ���� は手順１によりすでに胞体分割
されているので、さらに分割しても 	����� の境界位相要素のオイラー特性数
� � �� � の増減は０である。このとき、	����� � を胞体に分割するためには、
１�輪体 � を境界に持つような ���� � � を新たに付加すればよい。それによって、
	�����は３�胞体 � � と２�胞体 � � に分割することができる。	�����の貫通穴の
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e

V V’

V

c

V’

(b) a volume with a cavity.

(c) a volume with a hole.

(a) a face with a cavity.

F F’
E’

F = { F’ , E’ }

E’

V = { V’ , E’ }

F’

V = { V’ , F’ }

図 ����. 貫通穴や空洞を持った位相要素の胞体分割�



��� ������� 
� 非多様体形状モデルのオイラー操作

総数が � 個のときは、すべての 	����� を胞体分割するには � � 個の ���� を新
たに加える必要があり、 ���� の総数は、�� � � �）個となる。

関係式の導出

以上によって、すべての位相要素は胞体に分割された。ここで、胞体分割された非多
様体形状モデルのｐ�胞体の個数 -� を考えると、

　-０ � �� -１ � �� � � � �� -２ � � � � �� -３ � �　 ������

となる。また、形状モデル全体において、連結成分の個数を �、貫通穴の個数を ��、
空洞の個数を �� として、

.０ � �� .１ � ��� .２ � �� ������

とおく。以上を複体 = のオイラー・ポアンカレの式：


��
�

��０

��１��-� �

��
�

��０

��１��.�

に代入すると次式を得ることができる。

� � �� �� � �� � � � !� �� � ���! ��� ���� �

この式が本論文で定義したすべての非多様体形状モデルで成立する関係式である。式
のパラメータは位相要素、貫通穴、空洞の個数という形状モデリングにおいて一般に
用いられてきた用語から構成されており、直観的にも捉えやすい。本論文では、式 ��� 

を非多様体形状モデルのオイラー・ポアンカレの式として定義し、この式の関係を壊
さない位相変形操作をオイラー操作と定義する。

����� 適用例

式 ��� を幾つかの形状に対して適用した例を示す。

図 ����は、式 ��� をワイヤフレームモデルやサーフェスモデルに当てはめた例である。

� 図 ���� ��� は、式 ��� をワイヤフレームモデルに適用した例である。
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v = 7, e = 8,

f  = r = 0,

V = Vh = Vc = 0

C = 1, Ch = 2, Cc = 0

v = 14, e = 21,

f  = 7,  r = 0,

V = Vh = Vc = 0,

C = 1, Ch = 1, Cc = 0

v = 8, e = 10,

f = 3,  r = 0,

V = Vh = Vc = 0,

C = 1, Ch = Cc = 0

(c)  v−e+(f−r)−(V−Vh+Vc) = C−Ch+Cc = 1

v = 6,  e = 5,

f  = 1,  r = 1,

V = Vh = Vc = 0,

C = 1, Ch = Cc = 0

(d)  v−e+(f−r)−(V−Vh+Vc) = C−Ch+Cc = 1

v = 14,  e = 23,

f  = 12,  r = 0,

V = Vh = Vc = 0,

C = 1,  Ch = 0, Cc = 2

(a)  v−e+(f−r)−(V−Vh+Vc) = C − Ch + Cc = −1

(b)  v−e+(f−r)−(V−Vh+Vc) = C−Ch+Cc = 0

(e)  v−e+(f−r)−(V−Vh+Vc) = C−Ch+Cc = 3

図 ����. オイラー・ポアンカレの式の適用例 �ワイヤフレームとサーフェスモデル�
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F1

F2

v = 12,  e = 20,

f  = 11,  r = 0,

V = 2.  Vh = Vc = 0.

C = 1, Ch = Cc = 0

(b)  v−e+(f−r)−(V−Vh+Vc) = C−Ch+Cc = 1

v = 14,  e = 23,

f  = 12,  r = 0,

V = 2, Vh = Vc = 0,

C = 1, Ch = Cc = 0

v = 13,  e = 20,

f  = 11,  r = 1,

V = 1, Vh = Vc = 0,

C = 1, Ch = 0, Cc = 1

(c)  v−e+(f−r)−(V−Vh+Vc) = C−Ch+Cc = 2

(d)  v−e+(f−r)−(V−Vh+Vc) = C−Ch+Cc = 1

v = 16,  e = 24,

f  = 12,  r  = 2,

V = 2, Vh = 1, Vc= 0,

C = 1, Ch = Cc = 0

v = 23,  e = 32,

f  = 13,  r = 1,

V = 1, Vh = 0, Vc = 1,

C = 1, Ch = 1, Cc = 1

(e) v−e+(f−r)−(V−Vh+Vc) = C−Ch+Cc = 1

(a)  v−e+(f−r )−(V−Vh+Vc) = C−Ch+Cc = 1

図 ����. オイラー・ポアンカレの式の適用例 �非多様体を含んだソリッド ��
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� 図 ���� �'� は 紙モデル の例である。

� 図 ���� ��� は３枚の面に共有された非多様体稜線を含んだ形状である。

� 図 ���� ��� はサーフェスとワイヤが混在した例である。この形状では ���� に微
小な穴があいているため、�&/� の個数は１個となる。

� 図 ���� ��� は二つの閉じたサーフェスが稜線を共有してできる形状である。この
例では、面に囲まれた閉空間が２個存在するので、空洞の個数 �� は２である。

図 ����は立体形状に対して適用した例である。

� 図 ���� ���は、二つの立体が面を共有した形状である。したがって、２個の 	�����

が存在する。

� 図���� �'�は、立体が稜線を共有した形状である。この形状では各閉空間が 	�����

で埋められているので 	����� の個数 � は２となる。

� 図 ���� ��� は、直方体の境界上に頂点を持つ四角錐の空洞が存在する形状を示し
ている。

� 図 ���� ��� は貫通穴のある 	����� を含む形状の例である。この形状は全体とし
ては直方体であるが、それを構成する位相要素は貫通穴を持つ 	�����と、その
貫通穴を上面 ;� と 下面 ;� で塞いでできる閉空間を埋める 	����� から成って
いる。

� 図 ���� ��� はソリッド、サーフェス、ワイヤフレームが混在した例である。

以上の例で示したように、式 ��� はワイヤフレーム、サーフェス、２�多様体、正則
集合、胞体分割された多様体、またそれらが混在する形状でも成立していることがわ
かる。
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��� 非多様体形状モデルのオイラー操作

非多様体形状モデルのオイラー操作とは、関係式

� � �� �� � ��� �� � � �� � �� � � � ��� ��

を保持するような位相操作群として定義される。本節では、非多様体形状モデルのオ
イラー操作について考察する。

����� 最小限のオイラー操作

非多様体形状モデルのオイラー操作の基礎となる関係式 ��� は１０個の変数によって
構成されている。そこで、これらの変数で張られる１０次元空間

)�� .　 ��� �� �� �� �� ��� ��� ����� ���

を考える。この空間において、�� �� �� � ��� �� �� ��� �� � � ������は超平
面 � を表していると考えることができる。このとき、任意の非多様体形状モデルはこ
の平面上の点に相当する。この超平面 � 上の基底ベクトルの個数は９個であり、� の
任意の点はこれらの基底ベクトルの線型結合によって表すことができる。ここで、オ
イラー操作とは式 ��� の変数の値を変化させる操作であるから、)�� では、� 上のベ
クトルと見做すことができる。したがって、次が成立することがわかる。

「非多様体形状モデルでは、９個の独立な位相操作とその逆操作があれば、その組合
せで任意の位相構造を生成することができる。」

逆操作とは、基底ベクトルに �１ を乗じたベクトルに相当する操作のことである。

９種類のオイラー操作

独立な９種類のオイラー操作には様々な選び方が可能であるが、一般には関係式の変
数が単位量変化するようなものが選ばれる。図 ���� に示した９種類のオイラー操作は
独立であり、かつ各変数の増減が単位量となるような操作群である。それぞれの操作
が変数をどのように変化させるかを示したのが表 ��� である。

ここで、図 ���� の各操作の意味は次の通りである。
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図 ����. 独立な９種類のオイラー操作�
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操作 � � � � � �� �� � �� ��


�� �１ ０ ０ ０ ０ ０ ０ �１ ０ ０

�� �１ �１ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０

��� ０ �１ ０ ０ ０ ０ ０ ０ �１ ０

�9�� ０ ０ �１ ０ ０ ０ ０ ０ �１ ０

��� ０ ０ �１ ０ ０ ０ ０ ０ ０ �１

�� �１ ０ ０ �１ ０ ０ ０ ０ ０ ０


� 9�� ０ ０ ０ ０ �１ ０ ０ ０ ０ �１

��� �１ ０ ０ ０ ０ ０ �１ ０ ０ ０

��� ０ �１ ０ ０ ０ �１ ０ ０ ０ ０

表 ���. ９種類のオイラー操作における変数の増減

��� ただ一つの 	����� を生成することによって形状モデルを新たに作成する操作。

��� 	����� から ���� を伸ばす操作。ただし、この操作で生成される ���� がどの位
相要素の境界になるかによって ��� ���� がどの位相要素の境界にもならない場
合、��� ���� 境界になる場合、��� 	�����境界になる場合の３通りがある。境界
表現形状モデルではそれぞれで位相構造が異なるので、後節で述べるように実装
に際してはこれらを区別して扱う必要がある。

���! 同一の連結成分に属する２つの 	�����を結ぶ ���� を生成する操作。この操作
では貫通穴が一つ増える。

��"�! ���� のループに ���� を定義する操作。この操作によって ���� のループが塞
がれるので貫通穴が一つ減少することになる。

���� この操作も ���� のループに ���� を定義する操作であるが、結果として閉空間
が生成される操作である。

��� ���� の中に 	����� を定義する操作。この操作によって ���� に微小な穴が開くの
で、�&/� が１増加する。

� "�� ���� に囲まれた閉空間に 	����� を定義する操作。この操作によって、面で
囲まれた閉空間がソリッドとして定義される。

�� � 	����� の中に 	����� を定義する操作。この操作によって、	����� に微小な
空洞ができる。
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�� ! 	����� の連結な境界上の２点を結ぶ ���� を定義する操作。この操作によっ
て、	����� に微小の径を持った貫通穴ができる。

����� オイラー操作の適用例

以上のべたオイラー操作を組み合せて位相変形操作を構成する例を示す。ここでは形
状モデルを生成する操作と形状モデルの位相構造を変更する操作の二つの場合につい
て示す。

６面体生成

図 ���� はオイラー操作を組み合せて六面体を生成した例である。６面体においては関
係式 ��� の各変数は、

��� �� �� �� �� � �� � �� �������� � �８�１２�６�０�１�０�０�１�０�０�

となるが、このベクトルは表 ��� に示したオイラー操作の１次結合として一通りに表
現できて、

６面体：�８�１２�６�０�１�０�０�１�０�０�

� 9
��: �７ 9
��: �５ 9
���: �５ 9
�9��: � 9
���: � 9
� 9��:

となる。図 ���� に示したように実際これらの操作を組み合わせることによって６面体
を生成することができる。

以下に各手順について説明する。

�� まず、６面体の底面を定義するために、
�� によって、	�����を１個生成し ���、

�� 
�� 適用することによって３個の ���� を生成する �'
��。

�� さらに、
��� を適用すれば、��� に示すような底面の四角形の輪郭ができ、

�� そこに 
�9�� を適用して ���� を定義すれば底面ができる ���。

�� 同様にして 
��
 
��� によって残りの ���� を生成し ��
��、

�� それらを境界とする ���� を 
�9�� を４回適用して生成すれば ��� に示すよう
な 紙モデル となる。
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�� さらに、
��� によって閉じた箱を作り �&�、

�� その空洞部分に 
� 9�� によって 	����� を定義すれば６面体のソリッドモデル
ができる �H�。

６面体は２�多様体であるから、ソリッドモデルのオイラー操作の組合せでも生成する
ことができるが 9#�/�0����:、２�多様体を定義域とするソリッドモデルの場合は中間
状態もすべて２�多様体の位相構造をとらなければなければならないため、中間状態と
して不自然なソリッドモデルが現れてしまう。図 ����は 
��
 
�� に相当する操作を
２�多様体のオイラー操作で行った例である。いずれも位相的には球面となっておりソ
リッドであるが、直方体の生成過程でこのような中間形状を想定するのは直観的とは
いえない。一方、非多様体形状モデルのオイラー操作では中間形状がソリッドである
必要はなく、より把握しやすい位相操作が可能である。図 ���� の一連の操作は、ワイ
ヤフレーム � サーフェス �ソリッド、という手順で定義していくために従来のオイ
ラー操作群くらべて直観的に理解しやすくなっている。このように、ワイヤフレーム
やサーフェスを許すことによって、人の思考過程に合った位相変形手順が実現できる
ため、比較的容易に位相操作の実装ができる。

立ち上げ操作

同様に、位相変形操作として、形状をある方向に立ち上げる操作をオイラー操作で実
現することを考える。操作の手順を図 ���� に示す。この立ち上げ操作では、ワイヤフ
レーム部分は面となり、面の部分は立体になる。

この操作では、まず、
�� によってすべての頂点から ���� を伸ばし（'�、伸ばした
���� の端点に 
��� によって ���� を張る ���。さらに、���� の立ち上げた際の軌跡
に相当する面を 
���� で張っていく（�）。次に面を定義して閉空間を作る（�）。最
後に３次元領域に 	����� を定義し、面の立ち上げ部をソリッド化する ���。

����� その他のオイラー操作

次に、実用的な観点からどのようなオイラー操作を選択したらよいかを考えてみる。理
論的な観点からは９種類のオイラー操作で十分であるが、これだけでは実用的には不
十分である。たとえば、二つの立方体間に一本の ���� を張って連結させた形状モデル
を生成する操作を考える。この場合、表 ��� に示したように変数 � に影響を与えるこ
とができるのは
�� のみなので、二つの立方体を連結して変数 � を１減少させるた
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図 ����. オイラー操作による六面体ソリッドの定義�
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図 ����. ２�多様体ソリッドにおける六面体ソリッドの生成過程�
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図 ����. 立ち上げ操作�
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図 ����. 非多様体形状モデリングのためのオイラー操作�
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めには、一方の立方体を完全に消去した上で形状モデルを再構築しなければならない。
変数 �
 �� の場合も影響を与える操作が 
��、
��� しかないので、二つの非連結な境
界位相要素を連結する操作では、一方を消去して位相構造を再構築するしかない。貫
通穴に関しても同様である。したがって、処理効率の観点からこれらを補うための操
作を用意することが不可欠である。

また、����
 ����
 	����� を分割)併合する操作は、変数の増減では９種類の操作に含
めて考えることができるが、操作に必要となる入力や出力のデータが異なっているこ
とから、別の操作として考えた方が都合がよいことが多い。

以上のような点を考慮してオイラー操作を分類したものが図 ���� である。この図で逆
操作は 9 : で囲んで示している。この図では９種類の操作に加えて、位相要素の分割併
合操作として、

� ���� の分割併合操作 �	�
�� ��:��
��:� ��:��

� ���� の分割併合操作 �	�
�� �/���
��:� �/���

� 	����� の分割併合操作 �	�
�� ��
�
��
��:� ��
�
��

の３種類、また非連結な境界位相要素の併合分割操作として、

� ���� の空洞の併合分割操作 �
/9� ��:� 9�

 ���:� 9�

 ��:� 
/9� ���:�

� 	�����の空洞の併合分割操作 �
/9� ��:� 9�

 � �/���;� 9�

 ��:� 
/9� � �/���;�

� ���,��� の併合分割操作 �
/9� ��:� 9�

 ��
�
��� 9�

 ��:� 
/9� ��
�
���

� 	�����の貫通穴の併合分割操作 �
/9� �/�� 9�

 � ��
�� 9�

 �/�� 
/9� � ��
��

の４種類が追加されている。これらの操作による変数の増減を表 ��� に示す。これら
の操作を加えることによって、すべての変数に関して影響を与え得る操作が複数存在
することになり、オイラー操作列への展開しやすさが改善されていることがわかる。
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操作 � � � � � �� �� � �� ��


�� �１ ０ ０ ０ ０ ０ ０ �１ ０ ０

�� �１ �１ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０

��� ０ �１ ０ ０ ０ ０ ０ ０ �１ ０

�9�� ０ ０ �１ ０ ０ ０ ０ ０ �１ ０

��� ０ ０ �１ ０ ０ ０ ０ ０ ０ �１

�� �１ ０ ０ �１ ０ ０ ０ ０ ０ ０


� 9�� ０ ０ ０ ０ �１ ０ ０ ０ ０ �１

��� �１ ０ ０ ０ ０ ０ �１ ０ ０ ０

��� ０ �１ ０ ０ ０ �１ ０ ０ ０ ０


�9� ０ �１ ０ ０ ０ ０ ０ �１ ０ ０

�9� ０ �１ ０ �１ ０ ０ ０ ０ ０ ０

�9�� ０ �１ ０ ０ ０ ０ �１ ０ ０ ０

�9�� ０ ０ �１ ０ ０ �１ ０ ０ ０ ０

	�
 � �１ �１ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０
	�
 � ０ �１ �１ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０
	�
 � ０ ０ �１ ０ �１ ０ ０ ０ ０ ０

表 ���. 分割併合のためのオイラー操作を含む変数の増減
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��� 代表的な定義域の形状におけるオイラー式

本論文で導いた関係式はこれまでの形状モデルに比べて広範な形状に対して成立する
式である。したがって、非多様体形状モデルの関係式に適当な制約をつけることによっ
て限定された定義域の形状で成立する関係式を求めることができる。そこで、非多様
体形状モデルの関係式

� � �� �� � ��� �� � � �� � �� � � � ��� ��

を用いることにより、これまで比較的一般に用いられてきた定義域の形状についての
位相的な関係式を導出する。

２�多様体ソリッドモデルのオイラー式

境界が２�多様体であるソリッドでは、複数の 	����� が連結した形状はあり得ない。
よって、異なる 	����� は非連結でなければならない。したがって、	�����の個数 �

と 連結成分の個数 � は一致する。また、ソリッドモデルは、すべての位相要素は立体
の境界となっており、形状モデルにおける貫通穴と空洞は 	�����の貫通穴、空洞と一
致する。よって、

� � �� � � � ��� � � � ��� ����!�

ここで、	����� の境界の連結成分を (���� と呼び、(���� の個数を 	 とすると、( は形
状モデルの個数と空洞の個数の和に一致するので、	 � � ��� である。さらに、貫通
穴の個数 �� を � で置き換えて、非多様体形状モデルの関係式に代入すると、

� � �� � � � �２ �	� �� ������

となり、%��&� の提案したオイラー・ポアンカレの式 ���� が導出できることがわかる。

紙モデルのオイラー式

紙モデルは既に述べたように一枚の紙を非多様体部分が生じないように切り貼りした
形状である。紙モデルが閉曲面となる場合は２多様体ソリッドと同じなので、ここで
は (���� が閉じていない場合のみ考える。

開いた (���� では、	����� が存在せず、また空洞はないので、

� � � � � � � �０� �� �０� ������
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また、変数 �
 �� をそれぞれ 	
 � で置き換えると

� � �� � � � � 	� � ������

となり、紙モデルのオイラー式 ��� が導けることがわかる。

ところで、2&�(�/ は 紙モデルにおいて非多様体稜線は許さないと定義した上でオイ
ラー式を提案したが 92&�(�/��:、ここでのオイラー式の導出過程では２�多様体という
条件は用いていない。すなわち、式 ��� は ���� を閉空間を作らないように張り合わせ
てできる形状であれば、実は非多様体稜線や非多様体頂点が存在する場合でも成立す
る式であることが証明できたことになる。

ワイヤフレームモデルのオイラー式

式 ��� でワイヤフレームの場合を考えると、����
 	����� が存在しないことから、

� � � � � � � � � � � � �� �０� ������

したがって、連結成分の個数を 	、独立なサイクルの個数を � と置いて式 ���� を非多
様体形状モデルの関係式に代入すると、

� � � � 	� � ������

と書くことができる。この式は、2&�(�/ の提案したワイヤフレームのオイラー式 ���

と等価である。

胞体分割された３�多様体

ロボットシミュレーションなどではしばしば空間を立方体のような単純な立体で分割
したボクセル表現が用いられるが、このような形状は位相幾何学的には胞体分割され
た３�多様体に相当する。ボクセル表現ではボクセル �	������ が貫通穴や空洞を持た
ず、また ���� に �&/� もないので、

� � � � � �０� � �０� ������

となる。よって、関係式はセルの個数を 
 として

� � � � � � � � 	� �� �� ������

となる。必要最低限のオイラー操作の個数は６種類である。
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正則集合

正則集合 ���(��� はソリッドモデリングでよく用いられる分類であり、代表的な定義域
である。正則集合には非多様体も含まれており、２�多様体よりも広い定義域を持つ。
ここで、非多様体形状モデルの関係式に基づいて考えてみると、正則集合では �! 個の
変数がすべて独立である。したがって、正則集合の関係式は非多様体形状モデルの関
係式と同じになり、オイラー式は簡略化されない。

このことから、正則集合は、境界表現形状モデルの定義域としては位相的な性質があ
まりよくないということができる。正則集合のオイラー式を扱うためには、9A&��(�& !:
や 9C�(���/&��( �: のように、正則集合の位相要素の個数を直接扱うのではなく、仮想
的な位相要素を導入して２�多様体に帰着させる方法が有効だと思われる。
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��� オイラー操作の実装

本節では、本論文で述べたオイラー操作を、位相要素を引数にとる位相操作関数とし
て実装するときの仕様について述べる。入出力はできる限りデータ構造に依存させな
いことを考え、原則として 	 �	������
 � ������
 � ����,�
 � ������
 ( �(�����
 
 �	������


� ����,���� のみで構成するようにした。	�����
 ����
 ����
 	����� については既に
説明したが �図 ���!�、���,���
 (����
 ���, は、以下のようなものである �詳細は、図
���!
 ���� 参照のこと。）

���#��� $�% 連結な形状。形状モデルを二つに分離するような操作を行なうと、����

,��� が二つになる。

&!��� $&% 	����� の境界の連結成分。たとえば、	�����に空洞が一つある場合には、
	����� 境界の連結成分が外殻と空洞との二つになるので、(���� は二つになる。

���# $�% ���� の境界の連結成分。���� に空洞 ��&/�� が一つある場合は、���� 境界の
連結成分は二つである。

ただし、オイラー操作によっては、���� の裏か表の一方を指定しなければならないこ
とがあり、その場合にはこれらの位相要素だけでは引数が記述できない。このときに
は便宜上、図 ��� の ���&������� 構造に用いられている補助的な位相要素 ������(� ま
たは ������(� を引数に用いることにした。������(� は ���� の裏または表に相当する
補助位相要素であり、������(� は ������(� の境界位相要素を表している。（���&�������

構造の詳細な説明については第４章で述べる）

ここで示した関数は実際に本論文で試作した非多様体形状モデリングシステムに実装
されており、第５章と６章で述べられる形状処理に用いられている。

以下に関数を記述する際の規則について示す。

� 関数名が同じであっても引数のタイプが異なれば別の関数である。

� オイラー操作とその逆操作を対にして記述する。

� 引数のうち入力は �、出力は � で示す。

� 状況に応じて指定する必要のあるものは �� で、必ずしも指定してもしなくても
よいものは �
 で示す。

� 入力された位相要素に矛盾があり操作が行えないときはエラーを返すものとする。
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９種類のオイラー操作

まず、図 ���� の９種類の操作とその逆操作を示す。

�� ��"� ������ ���#��� とその逆操作：


�� では、孤立点からなる形状モデルが新たに生成される。9�� では孤立点を
消去するが、	 が孤立点でないときはエラーとなる。

� 
�����< � �� ��< � ��

� 9���� ��

�� ��"� ���� ������ とその逆操作：


�� では、生成される ����が 1&�� ����なのか、����の境界となる (���� ����な
のか、	�����の内部の ��/��&/� ���� なのかによって引数が異なる。また、����
が ���� 中の (���� ���� となる場合には ���� のループサイクルの再構成が必要と
なるので、そのための引数として、生成される (���� ���� から見て反時計回りの
もっとも近い稜線を ��1 � として指定する必要がある。

逆操作 9�� では消去すべき 	����� と ���� を指定すればよいが、	 が � 以外の
���� に接続しているときはエラーとなる。
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� 
���� �� ��< � �� ��< � �� )) � 1&�� ����


���� �� � �� ���< � ��� ��< � �� ��< � �� )) � (���� ���� &/ � ����


���� �� � �� ��< � �� ��< � �� )) � ��/��&/� ���� &/ � 	�����

� 9���� �� � ��

�� ��"� ���� �!��� とその逆操作：


��� では 同じ ���,��� に属する２頂点間に 1&�� ���� を張る。また、逆操作
9��� では ���� を消去するが、� が 1&�� ���� でないときや � の端点が開いてい
るときはエラーとなる。

� 
�����* �� �+ �� ��< � ��

� 9������< � ��

�� ��"� ���� "��� �!��� とその逆操作：


�9�� では、面のループサイクルの順に並べられた ���� のリスト � �&(� を境界
とする ���� を生成する。このとき、稜線周りの ���� の順序関係であるラジアル
サイクルを再構成する必要があるが、そのためには生成される ����に関して、向
い合うのがどの ����のどちら側なのかの情報が必要である。このことは、各稜線
が２枚の ����に共有される場合は自明であるが、３枚以上の面が存在する場合は
引数として指定しなければならない。ここでは、向かい合う側の面を ���� �(�で
指定することにする。逆操作 9�
�� では、指定された ���� を消去するが、����

が 	����� の境界のときはエラーとなる 。

� 
�9��������� �� � 
�	�9�: �� ���:� �	�9�: ��� ��< � ��

� 9�
���� ��

�� ��"� ���� ������' とその逆操作 ：


��� では、���� を定義することによって閉じた空の領域を作る。�ただし、４
章で述べるデータ構造では、空の領域を陽に管理していないので、この操作は

�9�� と同等となる。しかし、データ構造によっては、空の領域を位相要素と
して陽に管理することもありうるので、ここでは区別した。� 一方、逆操作 9���

では、指定された ���� を消去するが、���� が 	����� の境界のときや閉空間を
構成していないときはエラーとなる。

� 
���������� �� � 
�	�9�: �� ���:� �	�9�: ��� ��< � ��

� 9����� ��
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�� ��"� ������ ��(� とその逆操作 ：


�� では、���� の内部に 	����� を生成し、生成された 	����� の属する ���, を
返す。また、逆操作 9�� では、���� 中の 	�����を消去するが、	�����が ���� 中
の孤立点でないときはエラーとなる。

� 
���� �� ��< � �� ��< 
 ��

� 9���� ��

�� ��"� ������ "��� ������' とその逆操作 ：


� 9�� では、���� で囲まれた閉空間に 	����� を生成する。このとき、���� の
どちら側に 	�����を生成するのかを指定する必要がある。そこで、���� の片面
である ���� �(� を引数として指定する。 また、逆操作 9� 
�� では 	����� を
消去して、空の３次元領域にする。

� 
� 9����/�� �	� �� ��< � ��

� 9� 
���� ��

�� ��"� ������  �����' とその逆操作 ：


��� では、	����� の内部に孤立 	����� を生成し、生成された 	����� の属す
る (���� を返す。また、9��� では、	����� 中の 	�����を消去するが、	����� が
	����� 中の孤立点でないときはエラーとなる。

� 
����� �� ��< � �� ��< 	 ��

� 9����� ��

 � ��"� ����  !��� とその逆操作：


��� では、２頂点を通り、	�����を貫く ����を生成する。また、逆操作 9���

では、指定された ���� を消去するが、���� が 	����� 境界でない場合や端点が
開いているときはエラーとなる。

� 
����� �� �* �� �+ �� ��< � ��

� 9����� ��

併合・分割のためのオイラー操作

次に、図 ���� に示したような、９種類のオイラー操作の組合せで実現可能ではあるが
効率の点から用意した方が望ましい操作について述べる。ここでは、����
 ����
 	�����
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の分割併合を行う操作と、形状モデルの連結成分や ���,
 (���� を分割併合するための
６種類の操作について示す。なお、位相要素の分割併合のための操作は位相要素の個
数の増減の上では９種類の操作に含めて考えることができるが、形状モデリングでは
区別して扱われることが多い。例えば、	�
�� ��:� は 
�� のバリエーションの一つで
あるが、これらは必要となる引数が異なるので、実装においては分けて考えることに
する。

�� ���� の分割、併合操作 ：

	�
�� ��:�は ����を二つに分割する操作である。引数として分割する稜線 �の端
点 	������� � が指定されたときは、分割後もこの頂点のある側が稜線 � となり、
他方が新たに生成された ���� となる。また、逆操作の 
��:� ��:� では 	�����

を消去することによって ���� を併合する。	����� に接続する二本の ���� のう
ちどちらを残すかを指定したいときは 	������� � を指定すれば、この頂点を持
つ側 の ���� が消去されずに残る。なお、消去される 	�����に接続する ���� が
二本でないときはエラーとなる。

� 	�
�� ��:��� �� �	������� � �
� ��< � �� ��< � ��

� 
��:� ��:���	������� � �
� � ��

�� ���� の分割、併合操作：

	�
�� �/�� は、同一の ���, に属する２頂点 ��� �� 間に ���� を張ることによって
����を分割する操作である。このときループサイクルを再構成する必要があるが、
これらの頂点がこの ���, に属する (���� ���� に接続する場合には 頂点周りの
����の順序を陽に指定するための引数が必要である。そこで、このような場合に
は、生成される ���� から半時計回りに見て最も近い ���� を ��< �*
 ��< �+ と
して指定することにする。また、逆操作の 
��:� �/�� は ���� を消去して ����

を併合する操作である。���� の両側の ���� のうちどちらを残すかを指定したい
場合には 	������� � を指定する。なお、この操作では指定された ���� が唯二つ
の面に共有されなければエラーとなる。

� 	�
�� �/���� �� �* �� �+ �� ���< �* ��� ���< �+ ��� ��< � �� ��< ���

� 
��:� �/���� �� �	������� � �
�

�� ������ の分割、併合操作：

	�
�� ��
�
� は 	����� の境界上の ���� を境界とする ���� を生成することに
よって 	����� を分割する操作である。新たに生成される 	����� が ���� のど
ちら側にくるかを指定したい場合は 	������� � を指定する。
�9�� のときと
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同様、ラジアルサイクルを保持するために ���� �(� の指定が必要となる。また、

��:� ��
�
�は二つの 	�����の境界 ����を消去することによって 	�����を
併合する操作である。このとき、	������� � が指定されたときは、指定された
側の 	����� が消去されずに残る。

� 	�
�� ��
�
��� �� ������ �� � 
�	�9�: �� ���:� �	�9�: ��� �	������� � �
� ��< � �

�

� 
��:� ��
�
��� �� �	������� � �
�

�� ���# を分割、併合する操作：

9�
� は ���, を ���� で構成されるグラフとみたときにカットセットとなってい
る ���� を消去して ���,を生成する操作である。新たに生成される ���, が ����

のどちら側にくるかを指定したいときは 	������� � を指定する。なお、���� が
カットセットでないときはエラーとなる。また、逆操作である
�9� では異なる
���, に属する 	�����間に ����を張ることによって ���,を併合する操作である。
残したい側の ���, は 	������� 
 で指定することができる。 	����� が同一 ����

の異なる ���, に属していないときはエラーとなる。

� 9�
��� �� �	������� � �
� ��< 
 ��

� 
�9���* �� �+ �� �	������� 
 �
� ��< � ��

�� &!��� の分割、併合操作：

9�
�� は ����を消去することによって (����を分割する操作である。指定された
����を消去しても (���� が二つに分割されないときはエラーとなる。	������� �
を指定することによって ���� のどちら側に新たな (����を生成するのかを指定す
ることができる。また、
�9�� では、同一の 	�����の異なる (���� 間に ���� を
生成することによって (���� を連結する。	�����が同一の 	����� の異なる (����

に属していないときはエラーとなる。

� 9�
���� �� �	������� � �
� ��< 	 ��

� 
�9����* �� �+ �� �	������� 	 �
� ��< � ��

�� ���#��� の分割、併合操作：

9�
� は ���� を消去して、一つの ���,��� を二つの連結成分 ����,���� に分
割する操作である。どちら側を保持するかは 	������� � で指定する。���� を消
去しても二つに分割できないときはエラーとなる。また、
�9� は二つの異なる
���,��� に属する 	�����間に ���� を張ることによって、それらを連結する操作
である。消去されない方の ���,��� を指定することができる。




��� オイラー操作の実装 ���

� 9�
��� �� �	������� � �
� ��< � ��

� 
�9���* �� �+ �� �	������� � �
� ��< � ��
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��	 まとめ

形状モデリングでは、位相構造を変更するための基本変形操作としてオイラー操作が
非常に重要であるが、非多様体形状モデルではオイラー操作と同等の性質を持つ変形
操作は知られていなかった。本研究では、非多様体形状モデルで成立する位相的な関
係式を複体のオイラー・ポアンカレの式を利用することによって導出し、非多様体形
状モデルのためのオイラー操作を求めた。

本章の要点は以下の通りである。

�� 非多様体形状モデルにおける位相的な関係式を複体のオイラー・ポアンカレの式
に基づいて導出する方法を提案した。

�� 導出した式に基づき、非多様体形状モデルでは９種類のオイラー操作が理論上必
要最小限の位相変形操作であることを証明した。

�� 導出した式に基づき、非多様体形状モデリングのためのオイラー操作群を求めた。

�� 非多様体形状モデルの関係式に制約を加えることによって、代表的な定義域の形
状群についての位相的な関係式が導出できることを示した。

�� オイラー操作を実装するための関数を設計した。



������� 


非多様体形状モデルの内部表現

本章では、非多様体形状モデルを表現するための内部表現について論じる。形状モデ
リングシステムの実装においては、データ構造の管理がしやすく、実用的に十分効率
的に動作することが重要となる。

非多様体形状モデルのデータ構造の研究としては 2�&��� の提案した ���&������� 構造
がよく知られている。しかし、2�&��� の提案したデータ構造に基づいて形状処理シス
テムを構築した場合、３次元位相要素 ���&�/ の整合性を管理するための処理に時間が
かかり、またサーフェスモデルにソリッドの構造を持ち込んでいるためにサーフェス
に関する処理が重くなるという問題がある。そこで、本論文では、���&�/ とは異なる
定義をもつ位相要素 	����� を用いた新しい階層構造を導入した内部表現を用いるこ
とでこの問題を解決する。

�� 
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��� 形状モデルのデータ構造

境界表現形状モデルでは、	�����
 ����
 ���� といった幾何形状の構成要素や、連結し
た ���� の集合である (���� などをノードとしたグラフ構造によって幾何形状を表現す
る。このように、幾何形状を計算機データとして保持するための表現形式をデータ構
造と呼ぶ。データ構造の設計は、形状モデリングシステムを実装する上で最も基本と
なるものである。

従来の境界表現ソリッドモデルでは、%�������の提案した、1&/��������構造 9%���������:

が主として採用されてきた。このデータ構造では、図 ��� に示すように、矢印で示した
����に関して、隣接する ����
 ����
 	�����を、立体を外側から見たときの左右の区別を
付けて保持する。また、位相データの探索が高速にできる ���������構造 9#�/�0����:や、
1&/��������構造と等価な位相情報を持つ 	����������構造や ���������構造 92�&�����:

などのデータ構造も提案されている。しかし、これらのデータ構造は２�多様体ソリッ
ドモデルを定義域としたデータ構造であり、すべての稜線が二枚の面の共有され、す
べての面はソリッドを内部と外部を分ける境界となるという性質に基づいている。そ
のため、非多様体形状の表現には適していない。

非多様体形状モデルのデータ構造の研究としては、2�&���の提案した ���&������� 構造
92�&�����': がよく知られている。この研究では、非多様体形状モデルを表現するため
に補助的な位相要素を導入し、ワイヤフレーム、サーフェス、ソリッドを統一的に表現
するためのデータ構造を提案した。また、非多様体形状を 	������'�(�で表現したデー
タ構造も +��(�3 らによって提案されている 9+��(�3��:。

しかし、これらのデータ構造は実用上いくつか問題点があり、必ずしも実用性まで考
慮して設計されたものではないと思われる。現実に非多様体形状モデリングシステム
を実装するためには、様々な形状処理を行なっていく上での効率に関して考察を行な
い、実用に適したデータ構造を考える必要がある。

����� ���
������� 構造　

まず、代表的な非多様体データ構造である ���&������� 構造について説明する。

図 ��� は、���&������� 構造における位相要素の階層構造を示している 92�&�����':。こ
の図において、(���� は連結な位相要素の集合、���&�/ は面に囲まれた閉空間を表す位
相要素である。非多様体形状モデルでは２�多様体ソリッドと異なり、面に囲まれた閉
空間が一つであるとは限らないため、���&�/を陽に扱っている。図 ���は ���&�/の例を
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 Face
 (Loop)
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(Loop)
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Vertex

  End
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     Edge

Start−Left
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図 ���. 1&/�������� 構造で保持されるデータ�

示している。六面体は、空間を六面体の内部と外部に分割するので、それぞれが ���&�/

として管理される。

これらの位相要素の間には、階層構造とは別に順序関係も存在する。３次元形状モデ
ルにおける順序関係には、図 ��� に示されたように、ループサイクル、ラジアルサイク
ル、ディスクサイクルの三つがある。ループサイクルは、���� の境界位相要素を ����

の内部からみて半時計回りに回る順序、ラジアルサイクルは、���� 回りの ���� の順
序、ディスクサイクルは、頂点の回りの ���� に沿って一周するような順序である。

非多様体形状モデルにおいては、これらの階層構造と順序関係の記述は２�多様体の場
合に比べて複雑になる。２�多様体のためのデータ構造である 1&/�������� 構造では、
階層構造において上位の位相要素と下位の位相要素との関係は１対多の関係で記述で
きるので、単純なリスト構造で位相的な関係が記述できた。しかし、非多様体形状モ
デルでは、非多様体稜線を許すので、���� の上位の位相要素となる ���� の個数は二つ
だけとは限らない。また、	����� においても、ワイヤフレームの場合を考えると、連
結するすべての ���� を保持しなければ 	����� と上位の位相要素との双方向の関係は
記述できない。したがって、上位の位相要素と下位の位相要素の関係は一般に多対多
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model

region

shell
  

face  (face−use)

loop (loop−use)

edge (edge−use)

vertex (vertex−use)

図 ���. ���&������� 構造の階層構造�

となり、単純なリスト構造では双方向の関係が表現できない。

このような問題を解決する方法として、2�&���は補助的な位相要素を導入し、非多様体
形状の位相構造を固定長のデータの集まりで表現する方法を示した。���&������� 構造
では、����
 ���,
 ����
 	����� の補助的な位相要素として ������(�
 ���,��(�
 ������(�


	�������(�を導入し、隣接する位相要素の関係付けをこれらの �(� を介して記述した。
図 ��� では、図 ������ の形状の �(� による表現を図 ����'� に示している。���� は面の
裏表のそれぞれで 	����� の境界と成りうる。そこで、裏表に応じて 二つの ������(�

を生成すれば、������(� が唯一つの上位の位相要素を持つようにできる。この場合、
���� は、 二つの ������(� の集まりとなる。また、���,��(� は ������(� に対応して生
成される。同様にして、���� の上位の位相要素の個数に応じて ������(� を生成すれ
ば、������(� が唯一つの上位の位相要素に連結するようにできる。この場合、���� は
������(� の集合を保持することになる。	����� についても同様に、上位の位相要素の
個数に応じて 	�������(� を生成すればよい。このような補助的な位相要素を導入する
と、補助的な位相要素は唯一つの上位の位相要素と関係付けられるので、固定長のデー
タによるリスト構造で隣接関係が表現できる 92�&�����:。



���� 形状モデルのデータ構造 ���

region 1

modeling space

region 2

図 ���. ���&������� 構造の位相要素：���&�/�

サイクルもこのような補助的な位相要素の関係として記述することができる。ループ
サイクルについては、���� の境界上の ���� に関して ������(� が唯一つの ���,��(� の
境界となるように生成されるので、���,��(� を反時計回りに回るための次の ������(�

を �������������������������� として各 ������(� が保持すればループサイクルを表現
することができる。

また、補助位相要素を用いたラジアルサイクルの表現は 図 ��� に示した通りである。
この例では、形状 ��� におけるラジアルサイクルは関係 � �� と � �� � を用いて �'�

のように表現される。ラジアルサイクルは ���� 回りの ���� の順序であるが、������(�

の � �� と � �� � を交互に辿っていくことにより、���� 周りの ���� を一周すること
ができる。すなわち、各 ������(� が ��������������������������、� ��、� �� � という
３通りのポインタを保持することによってループサイクルとラジアルサイクルが表現
できる。

����� ������������ 構造

非多様体形状モデルの順序関係を 	�������(�間の関係として保持する 	������'�(��デー
タ構造 9+��(�3��:も提案されているので、ここで説明しておく。

このデータ構造では、図 ������ のようなサーフェスの頂点接触を表現するために、新
たな位相要素として �&(? �ディスクサイクルを構成する面�、及び 3�/� �図で 4*� 4+� ���

で示されたサーフェスに挟まれた領域�を導入することにより、	�����
 �&(?
 3�/� の関



��� ������� �� 非多様体形状モデルの内部表現

(a) loop cycle (b) radial cycle (c) disk cycle

図 ���. ３次元形状に現れる順序関係�

係を図 ����'� のような階層構造で表現した。このデータ構造の利点は、点接触してい
る場合でも位相構造の探索によって、���� に囲まれた閉空間が検出できることである。

しかし、実用的な観点から考えると、多くの場合、点接触のような例外的なケースが
生じた場合だけ幾何計算でディスク間の関係を算出した方が、データ構造の整合性を
保持するための不必要な計算をしなくて済む。図 ����'� のようなデータ構造を用いる
場合、ワイヤフレームモデリングやサーフェスモデリングで ���� や ���� を生成する
度に、生成される位相要素がどの 3�/�に属するかを計算しなければデータ構造の整合
性が維持できないという問題点があり、モデリングの効率が非常に悪くなる。

したがって、本研究の場合のように形状処理の効率を重視する立場からは、�&(?や 3�/�

を陽に保持することは避けるべきだと思われる。



��	� 従来の非多様体データ構造の問題点 ���

mate

mate
mate

radial

radial

radial
edge

edge−use

face−use

face

face

edge−use

face−use

(a)

(b)

図 ���. 補助位相要素によるラジアルサイクルの表現�

��� 従来の非多様体データ構造の問題点

非多様体形状モデルのデータ構造については、既に 2�&��� の研究があり、具体的な
データ構造が提案されている。しかしながら、このデータ構造によって形状モデラを
実装した場合、処理効率が悪くなり、また、データ構造上、ソリッドの内部と外部が同
等に扱われるため処理が複雑になるといった問題がある。小林はこのような問題を避
けるために、対象をサーフェスモデルに限定することにより、３次元位相要素である
���&�/ を持たない非多様体形状モデラ ������ を提案しているが 9=�'�0�(�&� :、立体
形状を扱おうとするならば、���&�/ に相当する３次元位相要素が必要である。

���&������� 構造で生じる問題の原因は、���� に囲まれた閉空間である ���&�/ を基本的
な位相要素として管理している点にあると思われる。���&�/ を内部表現に用いたデー
タ構造の問題点として、以下のようなことが挙げられる。

１
 �����( の整合性を保持するための効率上のコストが大きい。

���&�/ を幾何形状の基本的な構成要素とした場合には、データ構造の整合性を保持す
るために、連結な ���� が閉じているか開いているかを監視していることが必要であ
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Z1 Z2

Z4

Z3

Z5Z6

Z7

Vertex

Z7

Vertex

Z6Z5Z4Z3Z2Z1

2 disks 1 disk 1 disk 1 disk 1 disk3 disks 3 disks

(a) A vertex shared by disks.

(b) Structure

図 ���. 	����� 回りの位相構造 �	������'�(�� 構造��
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る。なぜなら、����が閉空間を構成するかしないかが位相要素 ���&�/の有無に影響し、
データ構造が大きく変わるからである。そのため、サーフェスモデリングであっても、
���� を生成する度に閉空間ができるのかどうかを確認しなければデータ構造の整合性
は維持できないことになる。この点については、2�&��� 自身も論文中で指摘している
が 92�&�����:、���� 生成という局所的な操作を記述するために、閉空間探索という大局
的な操作が不可欠ということになり、効率が大変悪くなる。

閉空間の情報を必要としないサーフェスモデリングなどでは ���&�/ は管理せず、必要
に応じて閉空間探索を行なってソリッド化するようなデータ構造を採用すべきである。
しかし、そのような実装を行なった場合には ���&�/ の定義に反することになり、デー
タ構造の整合性が維持されないことになる。

２
 表現できる形状の範囲が本論文の定義域よりも狭い。

���&�/を基本的な位相要素とすることにより、形状モデルの定義域の問題も生じる。３
次元ユークリッド空間で異なった点集合に対応する二つの形状モデルは、データ構造
上区別できることが必要である。しかし、���&�/ による表現では、異なった点集合で
ありながら、データ構造上、区別できない場合が存在する。図 ���にその例を示す。���

の形状は面の集合で構成される２次元の点集合であり、�'� の形状は中身の詰まった３
次元の点集合である。形状を点集合と考えるとき、両者は明らかに異なる形状である
が、���&�/を位相要素とすると、形状 ����'� はどちらも同じデータ構造となってしま
い、形状モデルとしては区別することができない。

(a)   2D point−set (b)   3D point−set

図 ���. 面の集合（２次元点集合）とソリッドの立方体（３次元点集合）�
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３
 データ構造上、ソリッドの内部と外部が同等に扱われる。

���&�/ によってソリッドを表現した場合、図 ��� のように、二つの ���&�/ が生成され
る。一方が立体の内部、他方が外部の無限領域を示している。データ構造上はこれらは
ともに ���&�/ として管理される。いいかえれば、このデータ構造だけからではどちら
が立体の内部かわからない。そのため、立体が占める領域を表現するためには、���&�/

に立体の内部であることを示すフラグを用いることなどが必要となる。しかし、この
ような位相的にみて本質的な性質を付加情報によって表現することは適切とは思えず、
また付加情報の管理が形状処理の最も低レベルな部分で必要となり、形状処理が複雑
になる。
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��� 本研究の方針

����� 位相要素 ������ を用いた内部表現

���&�/ とはモデリングを空間分割と捉えた場合に用いられる位相要素である。すなわ
ち、始めに実体の詰まった無限空間があり、それらを分割していったときの個々の部
分空間が ���&�/ となる。このようなモデルを考える限り、サーフェスモデリングの場
合でも、新たに定義した面が空間を分割しないかどうかを監視していることが必要と
なる。

そこで本研究においては、このような考えはとらず、形状モデリングを何もない空間
に位相要素を配置していくものと考え、位相要素全体の集合が実体を表現するという
考え方をとる。そのために、���&�/ の代わりに位相要素 	�����を考え、図 ��� に示し
たような位相要素 	�����
 ����
 ����
 	����� が空間に占める点集合の和として実体が
表現されるものとする。この考え方は、本論文の第２章で述べた非多様体形状モデル
の定義に沿ったものである。

３次元位相要素 	����� とは、立体領域を表現するための位相要素である。この位相
要素は ���&�/ とは異なり、立体の占める領域を表現しようとする場合にのみ生成され
る。図 �� を例にとって説明する。図 �� ��� は、	�����の生成されていない形状モデ
ル、図 �� �'� は、	�����の生成された形状モデルを示している。形状 ��� は単に連結
した ���� の集まりなので、実体は２次元の点集合である。一方、形状 �'� は、面に囲
まれた閉空間の内部に３次元位相要素 	����� が定義されているので、実体は立方体
に相当する３次元の点集合である。このように、	�����の有無によって２次元点集合
と３次元点集合を表現し分けることができるので、���� が閉空間を構成する場合でも、
必ずしもソリッドの構造になるとは限らない。

内部表現という観点からいうと、	�����が生成されない場合、���� が閉じているかど
うかといった情報はデータ構造に反映されず、また、ソリッドモデルの本質的性質で
ある、���� のどちら側が実体か、という情報を管理しないので、位相データの扱いが
簡単になる。一方、図 �� �'� は中が詰まっているので、ソリッドの構造となり、個々
の ���� は 	�����の境界となる。したがって、���� のどちらの側が実体かという情報
を持つことになり、ソリッドモデルと同等の位相情報が管理される。
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(a)  vertex (b)  edge

(c)  face

(d)  volume

図 ���. 位相要素 	�����
 ����
 ����
 	������
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no volume volume

(a) surface model.
       (a set of faces)

(b) solid model.
    (volume inside)

図 �� . 	����� の有無による２次元点集合と３次元点集合の区別�

����� ������ を用いる利点

このようなデータ構造をとることによって、前節で述べた問題点は解決できる。すな
わち、

�� 	����� を用いたデータ構造では、閉空間が生成されるかどうかは陽には管理さ
れないので、サーフェスモデリングにおいて ���� が生成されるたびに閉空間探
索をする必要がない。したがって、サーフェスモデルを用いたシステムの実情に
近くなる。

一方、���&�/ の場合のように閉空間を直ちにソリッドの構造にしたい場合には
	����� を定義することによって、���&�/ を内部表現に用いた場合と同等の処理
ができる。本データ構造では、閉空間を 	����� の有無によってソリッド領域と
して扱うかどうかを選択的に決めることができるので、応用システムに応じた効
率的な形状処理が可能となる。

�� 形状モデルの表現する点集合を考えると、	�����に基づいたデータ構造では、閉
じた２次元点集合と３次元点集合を位相表現上区別することができる。���&�/ を
用いたデータ構造では、このような区別はできなかった。

�� 	����� は実体のある部分にのみ生成されるので、���&�/ のように一つの立方体
の内外に応じて二つ生成されるということがなく、実体部分をフラグをつけて区
別する必要がない。
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��� 内部表現として管理される位相要素

本研究では、位相要素 	�����を用いた内部表現を用いることについて述べた。本節で
は、	����� 以外の位相要素について述べ、本研究で実装した非多様体形状モデルの内
部構造を示す。

����� 連結位相要素

本データ構造では、非多様体形状を 	�����
 ����
 ����
 	����� の集合によって表現す
る。これらの定義については既に示した通りである。ただし、���� と 	����� につい
ては空洞を許しているので、連結な境界位相要素を管理することが必要である。また、
形状モデル全体としても連結な位相要素の集合が管理できていることが望ましい。そ
こで、これらを管理するために、位相要素 	��


 
���
 ��
�
�� を導入する。

model

complex

complex

図 ���!. 位相要素：
���
 と ��
�
�� �

���#���

まず、連結な位相要素の集合を管理するために ��
�
�� を導入する。集合演算で形状
モデルが分断された場合や、複数の連結成分を同一の形状モデルとして扱いたい場合
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には、��
�
��は複数となる。また、��
�
��の集合を示す位相要素を 
���
 とする。
図 ���! に二つの ��
�
�� から成る
���
 を示す。

4 loops

face volume

4 shells

(b)(a)

図 ����. 	�����
 ���� の空洞の表現�

&!��� と ���#

����
 	����� に空洞を許す場合、これらの境界位相要素が非連結となる場合を考えな
ければならない。図 ����にこれらの例を示す。

図 ������� は空洞を持つ ���� の例であるが、この ���� の境界を構成しているのは、外
側のループの他に、一つの閉ループ、閉じていない ����、孤立した 	����� である。そ
こで、
��� という位相要素を導入し、これらの連結成分の管理を行う。���� は少なく
とも一つの 
��� を持ち、
��� のうち少なくとも一つは ���� の閉路を持っている。

また、	����� についても、図 �����'� のように空洞を持つ形状では、境界が複数の連
結成分から構成される。この例では、孤立 ����、孤立 	�����を含めて、４個の連結成
分から境界が構成されている。これらを 	��

 として管理する。したがって、 	�����

は少なくとも一つの 	��

 を持ち、また 	��

 のうち少なくとも一つは閉空間を構成
する。
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����� 位相要素の定義

以下に、非多様体形状モデルで管理される位相要素とその意味を示す。

����� モデリング空間のすべての 	�����
 ����
 ����
 	����� の集合。

���#��� 連結な 	�����
 ����
 ����
 	����� の集合。

������ ３次元の実体を表す位相要素。境界を含まない、有界で連結な３次元領域。
有限個の貫通穴や空洞があってもよい。

&!��� 	����� の境界の連結成分を表す位相要素。	����� の外郭の (���� は、 ���� で
囲まれる閉空間を持たなければならないが、それ以外の (���� は閉空間を構成し
なくてもよい。

���� ２次元の面を表現するための位相要素。境界を含まない有界、連結な２次元の
領域。有限個の穴があってもよい。向き付け可能（裏と表の区別があること）で
あることが必要。

���# ���� の境界の連結成分を示す。���� の外郭となる ���, は、���� の閉路を含む。
また、���, には向きが定義され、外殻ループでは ���� の法線に関して反時計回
り、それ以外は時計回りとする。

���� １次元の線分を表現するための位相要素。両端点を含まない有界、連結な線分。

������ ０次元の点を表現するための位相要素。

����� 階層構造

非多様体形状モデルの位相要素、	�����
 (����
 ����
 ���,
 ����
 	����� の関係を考え
ると、これらは、低次元の位相要素が高次元の位相要素の境界位相要素となっている。
したがって、位相要素間の隣接関係は図 ����のような階層構造で表現することができ
る。この図で、双方向の矢印で示したのは、境界や連結成分の要素となりうることを
示している。たとえば、(���� の構成要素は図 �����'� の空洞を持つ立体の例で示した
ように、���� 、孤立 ����、または孤立 	����� となるので、図 ���� の階層構造ではこ
れらの間に双方向の矢印 ��� ��� � �が示されている。非多様体形状モデルでは、ワイ
ヤフレームやサーフェスモデルなど様々な形状の混在を扱うため、位相要素間の隣接
関係の種類は図に示した �� 通りとなる。
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volume

complex

model

loop

shell

face
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(2)

(6)
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図 ����. 位相要素間の階層構造�
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位相要素間の関係の意味

以下に図 ����の階層構造のそれぞれの関係の意味を示す。番号は図中の関係を示す番
号に対応する。

$�% 　 ���,��� の集合を保持する。

$�%�$�%�$�%�$�% ���,���を構成する位相要素の集合を保持する。関係付けられる位相
要素は、	�����
 ����
 ����
 	����� のうち、他の位相要素の境界となっていないもの
（位相幾何学的にいえば境界輪体ではないもの）である。ソリッドの部分は、関係 ���

のように ���,��� を 	�����と関係付けることによって表現する。また、���のように
���,��� が直接 ����と関係付けられるときは、その ���� がサーフェス部分であること
を意味する。同様に、���のように ���� と直接関係付けられるときはワイヤフレーム
の ���� を、��� のように 	����� と直接関係付けられるときは、唯一つの 	����� で構
成される ���,��� を表現する。すなわち、���,��� の下位にくる位相要素に応じて、
ソリッド、サーフェス、ワイヤフレーム、孤立点が表現し分けられる。

$�% 	����� の境界連結成分である (���� の集合を保持する。

$�%�$)%�$�% (���� を構成する位相要素の集合を保持する。��� のように、(���� の下位
となる ����は、ソリッドの境界上にあることを意味する。また、���のように、(����が
���� と関係付けられるときは、	�����の占める空間中のワイヤ ���� となる。	�����

中に存在する孤立 	����� は � � の関係で表現される。

$�	% ���� の境界連結成分である ���, の集合を保持する。

$��%�$��% ���, を構成する位相要素を保持する。����のように ���� と関係付けられ
る場合は ���� の境界の ���� の閉路または開路となる。����のように、	����� と関係
付けられる場合は ���� 中の孤立 	����� である。

$��% ���� の両端点の 	����� を表現する。

図 ���� は、ワイヤフレーム、サーフェス、ソリッドが混在した形状の階層構造を示し
ている。この例は連結した形状モデルなので、���,���は一つである。そして ���,���

の下位には、ソリッド部分、サーフェス部分、ワイヤフレーム部分に応じて、それぞ
れ ��
 ��
 �� がくる。さらに、	�����
 ����
 ����
 	����� 間の隣接関係を示すとこの図
のような階層構造が生成できる。
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図 ����. ワイヤフレーム、サーフェス、ソリッドが混在した形状の階層構造�
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��� データ構造の設計

本節では、これまでの議論を踏まえて設計された非多様体形状モデルの具体的なデー
タ構造について示す。このデータ構造に基づいた非多様体形状モデラは ��� 言語を
用いて実装され、本論文の例題で用いられている。その有効性については第５
 ６章で
示されており、形状処理において十分実用的な処理速度が得られている。

����� データ構造の構成

データ構造の記述法

ここではデータ構造を � または ���言語で用いられる構造体として記述する。まず、
共通の事柄について述べておく。

� 位相要素 � が、下位の位相要素の集合 ���� ��� ���� ��
 を保持するとき、図 ����

のようなリスト構造によって表現する。すなわち、上位の位相要素 � はリストの
最初と最後の下位要素へのポインタを ���	�、
/	� として持ち、また下位の位相
要素 � においては、リストの次、及び一つ前の要素へのポインタとして、����、
�������	 を持つ。なお、��� ��� ��� の順序は任意であり、順序自体に意味はない。

� 上位の位相要素へのポインタは、����� と記述する。

� 各位相要素は、その種類を示すフラグ �;�� を持ち、同一種類の位相要素では同
じ値をとる。�;�� にはあらかじめ定義された定数が位相要素の生成時に代入され
る。�;�� は、位相要素がどのように利用されているかを調べるときに用いられ
る。たとえば、���� は 	�����や ����の境界、またはワイヤフレームの ���� と
して利用されるが、����� で記述された上位の位相要素の �;�� を参照すればど
のように利用されているかを知ることができる。

� 非多様体形状モデルの階層構造では、上位または下位の位相要素の種類が必ずし
も一通りに決まらないことがある。そこで、位相要素の種類が不定のときは、ワ
イルドカード的な位相要素として、<B<#<"$ というタイプを用いてデータ構
造を記述する。実際に何が代入されたかは �;�� を参照することによって知るこ
とができる。

� �������0 についてはここでは詳細に述べず、単に �������0へのポインタを示す
+<@#<$8E として記述する。
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� 形状モデリングを様々なアプリケーションでもちいるときは、属性データを持た
せることが多い。そこでは属性へのポインタを -$$7%6$< として記述する。

� 形状モデリングのためのアルゴリズムを実装する際には、位相要素に一時的な
マークをつけておくと便利なことが多い。そこで、作業領域として、&/����� の
領域 <��9 を持たせる。

E

e1 e2 en
next

previous

.... null
next

previousprevious

next

null

first last

図 ����. リストの表現�

管理される位相要素

本システムにおいても ���&������� 構造 92�&�����:と同様、 ����
 ���,
 ����
 	�����に
関して補助位相要素を導入する。ただし、ここでは、補助位相要素は ������(�
 ���,��(�


������(�
 	�������(� という名前ではなく、�������
 ������,
 �������
 ���	����� と呼ん
でいる。

したがって、位相的な関係は �����
 ���,���
 	�����
 (����
 �������
 ������,
 �������


���	�����の間の関係として記述でき、それぞれの上位の位相要素は唯一つである。ま
た、位相要素 ����
 ����
 	����� は補助位相要素の集合の管理と �������0 の記述に用
いられる。
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����� データ構造の定義

以下に、非多様体形状モデルの位相を表現するためのデータ構造を述べる。

*++,

8@@$ は 生成された ����� の集合を保持しておくために用いられる。

������ ���� �

	
� ���
� �� 生成時に１が代入される ��

	
� ����� �� 作業領域 ��

���������� ����	���
� �� 属性 ��

������ �	���� �� �� 
! の集合 ��

������ !����

"�

-+./0

#@C<B は ����� のための構造体であり、���,��� の集合を保持する。また、すべ
ての位相要素を高速に辿る目的のために、冗長ではあるが、生成されたすべての ����


����
 	����� の集合をリストとして保持する。

������ �����

�

	
� ���
� �� 生成時に２が代入される ��

	
� ����� �� 作業領域 ��

���������� ����	���
� �� 属性 ��

����� ���
�� �� 上位の ���� ��

������ ��
#	���� �� ���� に保持されるリスト ��

������ 

$��

%��&��'� �	���� �� %��&��' のリスト ��

%��&��'� !����

(�%�� �	���)���
� �� すべての ���
 のリスト��

(�%�� !���)���
�

��*�� �	���)
 +
� �� すべての 
 +
 のリスト��
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��*�� !���)
 +
�

,����'� �	���)#
��
$� �� すべての #
��
$ のリスト��

,����'� !���)#
��
$�

"�

�+-10/2

�@#5B<I は形状モデルの連結成分を表現する構造体で、下位の位相要素として、
	�����、	����� の境界でない �������、���� の境界でない �������、または孤立した
���	����� を保持する。

������ %��&��' �

	
� ���
� �� 生成時に３が代入される ��

	
� ����� �� 作業領域 ��

���������� ����	���
� �� 属性 ��

　 ������ ���
�� �� 上位の �� 
! ��

%��&��'� ��
#	���� �� ����� に保持されるリスト ��

%��&��'� !����

�����-�� �	���� �� 構成要素のリスト ��

�����-�� !����

"�

 +03-/


@B6#< は (���� の集合を保持する。

������ ,����� �

	
� ���
� �� 生成時に４が代入される ��

	
� ����� �� 作業領域 ��

���������� ����	���
� �� 属性 ��

%��&��'� ���
�� �� 上位の ����!
$ ��

./���� �	���� 　�� �0
!! のリスト ��

./���� !����

�����-�� ��
#	���� �� ����!
$ に保持されるリスト ��

�����-�� 

$��

"�
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�4/00

*A<BB は 	����� の連結な境界位相要素のための構造体である。下位の位相要素は、
�������、���� の境界でない �������、または孤立した ���	����� である。

������ ./��� �

	
� ���
� �� 生成時に５が代入される ��

	
� ����� �� 作業領域 ��

���������� ����	���
� �� 属性 ��

,������ ���
�� �� 上位の #�!��
 ��

�����-�� �	���� �� 構成要素のリスト ��

�����-�� !����

./���� ��
#	���� �� #�!��
 に保持されるリスト ��

./���� 

$��

"�

56�/

���� は二つの ������� から構成されるが、これらの ������� は 
/�� という関係で結ば
れているので、一方の ������� を保持すればよい。また、曲面の方程式を保持するた
め、+<@#<$8E へのポインタを持つ。

������ (�%� �

	
� ���
� �� 生成時に６が代入される ��

	
� ����� �� 作業領域 ��

���������� ����	���
� �� 属性 ��

%�)(�%� � ��)���
� �� 一方の ��)���
 ��

(�%�� ��
#	���� �� ����� に保持されるリスト ��

(�%�� 

$��

*������1� +
��
���� �� 曲面の方程式 ��

"�

�+ 56�/

�@ ;-�<は、���� と他の位相要素との関係を記述するための補助位相要素の構造体
である。下位の位相要素として ������, のリストを持つ。対になる ������� は 
/�� で
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記述される。また、������� は ���� の裏表のいずれかに対応するが、������� の向きが
;-�< で記述された ������0 の曲面の向きと一致するかを ���� の正負として記述す
る。上位の位相要素は、*A<BB または �@#5B<I である。

������ %�)(�%� �

	
� ���
� �� 生成時に７が代入される ��

	
� ����� �� 作業領域 ��

���������� ����	���
� �� 属性 ��

�����-�� ���
�� �� 上位の位相要素 ��

�����-�� ��
#	���� �� 上位の位相要素のためのリスト ��

�����-�� 

$��

%�)���&� �	���� �� ��2!���のリスト ��

%�)���&� 　　 !����

(�%�� ���
� �� ���
 へのポインタ ��

%�)(�%�� ���
� �� 対となる ��2���
 ��

	
� �� 
� �� ��2���
 の向き 34�25 ��

"�

�+ 0++1

������, は、������� の境界の連結成分を管理するための構造体である。������� の境界
は、外郭を構成するものと ���� の穴を構成するものに分けることができる。この区別
を ���� の正負として管理する。下位の位相要素は、������� の集合、または ���	�����

である。������� の集合を下位要素として保持する場合、連結な ������� の集合はルー
プサイクルを辿ることによって得られるので、一つの �������を保持しておけばよい。
なお、本モデラでは、������, の対で構成される ���, はデータ構造として保持してい
ない。

������ %�)���& �

	
� ���
� �� 生成時に８が代入される ��

	
� ����� �� 作業領域 ��

���������� 　　 ����	���
� �� 属性 ��

%�)(�%�� ���
�� �� 上位の ��2���
 ��

%�)���&� ��
#	���� �� ��2���
 に保持されるリスト ��

%�)���&� 

$��

�����-�� !��
�� �� 下位の位相要素 ��



��� ������� �� 非多様体形状モデルの内部表現

%�)���&� ���
� �� 対となる %�)���& ��

	
� �� 
� �� ���
 の外郭か空洞か 34�25 ��

"�

/.
/

<C+< は ������� の集合で構成されるが、ラジアルサイクルの表現である ������� の

/�� と �/��/
 を辿ればすべての ������� を得ることができるので、一つの �������

を保持するだけでよい。曲線の方程式は、:��
���; として保持される。

������ ��*� �

	
� ���
� �� 生成時に９が代入される ��

	
� ����� �� 作業領域 ��

���������� ����	���
� �� 属性 ��

��*�� ��
#	���� �� ����� に保持されるリスト ��

��*�� 

$��

%�)��*�� ��)
 +
� �� 一つの ��2
 +
 ��

*������1� +
��
���� �� 曲線の方程式 ��

"�

�+ /.
/

������� は向きを持っているので、始点に相当する ���	����� を 	�/��、また ���� の
:��
���; で記述された曲線の向きと同じかどうかを ���� に記述する。

なお、�@ <C+<の上位の位相要素は、�@#5B<I、*A<BB、�@ B@@5のいずれか
である。この構造体では、上位の位相要素によって保持すべきデータが異なる。

上位の位相要素が ������, のときは、サイクルの情報が保持される。ループサイクルと
して、反時計回りに辿る ������� を ��<� ����/��������?�1&(� �������� として保持し、
また、ラジアルサイクルとして、向かい合う ������(� を �/��/
 として保持する。さら
に、
/�� で繋がれた ������, を上位に持つ ������� 同士を 
/�� で連結する。

一方、上位が �@#5B<I、*A<BB のときはサイクルを表現する必要がなく、代わり
に、上位の位相要素に保持されるリストに繋がらなければならない。したがって、��<�

�/��/
 を保持する代わりに、リストを表現するための �������	
 ���� を保持すること
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が必要である。そこで、ここでは共用体 �/&�/ を用いてデータ構造を記述する（なお、
この �/&�/ の用法は ��� で匿名の共用体と呼ばれるもので、� では認められてい
ない。）

������ %�)��*��

	
� ���
� �� 生成時に１０が代入される ��

	
� ����� �� 作業領域 ��

���������� ����	���
� �� 属性 ��

�����-�� ���
�� �� 上位の位相要素 ��

�
	�
 �

%�)��*�� ���
� �� !��� で反時計回りの ��2
 +
 ��

�����-�� ��
#	���� �� �0
!!6 ����!
$ に保持されるリスト ��

"�

�
	�
 �

%�)��*�� �� 	�!� �� ラジアルサイクル ��

�����-�� 

$�� �� �0
!!6 ����!
$ に保持されるリスト ��

"�

%�),����'� ������ �� 始点の ��2#
��
$ ��

%�)��*�� ���
� �� 対となる ��2
 +
 ��

��*�� 
 +
� �� 
 +
 へのポインタ ��

	
� �� 
� �� ��2
 +
 の向き 347�275��

"�

 /*,/2


<8$<I は ���	����� の集合をリストとして保持する。また、座標値を �
 0
 3 とし
て保持する。

������ ,����' �

	
� ���
� �� 生成時に１１が代入される ��

	
� ����� �� 作業領域 ��

���������� ����	���
� �� 属性 ��

,����'� ��
#	���� �� ����� に保持されるリスト ��

,����'� 

$��

%�),����'� �	���� �� ��2#
��
$ のリスト ��

%�),����'� !����
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 ���!
 $6 �6 8� �� 座標値 ��

"�

�+  /*,/2

�@ 
<8$<I では、上位の位相要素は �@#5B<I
 *A<BB
 �@ B@@5
 �@ <C+<

のいずれかとなる。上位が、�@#5B<I
 *A<BB
 �@ B@@5 になる場合は、孤立点
となる。

������ %�),����' �

	
� ���
� �� 生成時に１２が代入される ��

	
� ����� �� 作業領域 ��

���������� ����	���
� �� 属性 ��

�����-�� ���
�� �� 上位の位相要素 ��

%�),����'� ��
#	���� �� ,����' に保持されるリスト ��

%�),����'� 

$��

,����'� #
��
$� �� ,����' へのポインタ ��

"�



��
� まとめ ���

��� まとめ

本章では、非多様体形状モデルを表現するためのデータ構造について述べた。要点は
以下の通りである。

� 従来の非多様体データ構造を実装する上での問題点を論じ、位相要素として 	���

��� を管理するデータ構造を提案した。

このデータ構造では、サーフェスモデルの処理で大局的な閉空間探索が行なわれ
ないので、従来の場合に比べて効率的な処理が可能となる。また、	����� の有
無によって閉じた２次元点集合と３次元点集合をデータ構造上区別することがで
きるため、本論文の第２章で論じた非多様体形状モデルの定義域に沿った形状表
現ができる。

� 非多様体形状モデルのデータ構造の設計を行い、非多様体形状を記述するデータ
構造を具体的に示した。

また、第５章と第６章で述べられる形状処理は本データ構造に基づいて実装されてお
り、それらの例題を通じて、本データ構造が実用的に十分な効率で動作することを実
証している。
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������� �

併合�抽出操作に基づく集合演算と形状
特徴表現への応用

本章では、非多様体形状モデルの集合演算について論じる。

非多様体形状モデルにおいては、集合演算を実現するための手順を、演算順序に依存
する併合操作と依存しない抽出操作に分離できるという特徴がある。本研究では、非
多様体形状モデルの集合演算を実現する新しい手法として、併合操作、抽出操作、簡
略化操作を組み合わせた集合演算の実現法を提案する。また、その実装方法について
も明らかにする。

さらに、本研究で提案する集合演算を、試行錯誤的な形状生成、及び形状特徴表現に
応用する方法についても示す。

�� 
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本章は、本論文で最も長い章となっているので、ここで各節の内容と関係を簡単に紹
介しておく。

第１�３節は前置きであり、本章で用いる位相構造がなぜ必要かを説明する。ここでは、
ソリッドモデリングでは、試行錯誤的環境での形状生成と形状特徴表現に問題があり、
それらが非多様体位相を用いた表現によって解決できることが説明される。

第４節は、本論文で提案する集合演算の実現手法の全体構成について述べている。本
章の本質的な部分である。

第５�７節では、前置きで述べた問題点の解決法を具体的に示していく。第５節は、集
合演算の取消操作の実現法が提案され、実際にいくつかの例題に適用した結果が示さ
れる。第６節は、集合演算のバリエーションを示したもので、優先順位を考慮した集
合演算操作が可能なことが述べられる。第７節は、形状特徴の表現法が述べられる。

第８�１０節では、非多様体形状モデルの集合演算の実装法を説明する。第８節は、抽
出操作の実装法、第９節は、併合操作の実装法、第１０節は、簡略化操作の実装法を
示している。

第１１節は、結論である。
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��� 集合演算

集合演算は、境界表現ソリッドモデルを作成する手段として最も初期から用いられて
きた操作であり 9%��&� �:、今日でも最も広く用いられている。集合演算は、非多様体
形状モデリングにおいても、重要な形状生成手段となる。ただし、非多様体形状モデ
ルにおいては、ワイヤフレーム、サーフェス、ソリッドが混在する。図 ��� に、ソリッ
ドと平面の積集合から、断面形状を作成した例を示す。非多様体形状モデルの集合演
算としては、このようにソリッドモデルよりも広い定義域で集合演算を考えなければ
ならない。

ここでは、集合演算で用いられる形状モデルをプリミティプ、集合演算で得られる形
状を 評価形状 ��	������� (��,�� または 結果形状 ���(����/� (��,�� と呼ぶことに
する。

非多様体形状モデルの集合演算については、本論文の「非多様体形状モデルの定義」の
章において既に定義を行なった。本章では、この定義に基づいた和集合、差集合、積
集合について考える。この集合演算の定義では、評価形状を図 ��� に示したような点
集合としている。

ただし境界表現においては、これらの点集合をどのような位相構造で表現するかとい
う問題が残されている。もちろん、従来のソリッドモデルの集合演算のように、必要
最小限の位相要素で評価形状を表現するとしてもよいが、一方で、非多様体形状モデ
ルの自由度を積極的に利用することによって、従来のソリッドモデルでは解決が困難
であった問題に対処する可能性を検討することも必要である。

そこで、まず、従来のソリッドモデルでは解決が困難であった問題について述べ、そ
れらが非多様体形状モデルを用いることでどのように解決できるかを述べていく。

なお、非多様体形状モデルの集合演算に関して、実現法にのみ興味のある場合には、本
章の �
 �
  
 �! 節のみを読めばよい。これらは非多様体形状モデルのための集合演算
を実現するためのアルゴリズムについて述べた節である。
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図 ���. ソリッドとサーフェス間の集合演算�
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図 ���. 非多様体形状モデルの和集合、差集合、積集合�
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��� 集合演算の応用上の問題点

非多様体形状モデルの集合演算の実現法について述べる前に、従来のソリッドモデル
にどのような問題点があったかについて述べておく。ここでは、以下に示す二つの問
題について論じる。これらの問題は、非多様体形状モデルの集合演算を応用すること
によって、解決することが期待できる。

試行錯誤的な形状生成

ソリッドモデリングでは集合演算が広く用いられてきたが、いくつかの問題点も指摘
されている。その一つは、多くのプリミティブを組み合わせて生成された境界表現ソ
リッドモデルに修正を施すためには、非常に計算時間がかかるということである。こ
れは、多くの形状モデラでは、形状の一部を修正するだけでも、一旦形状モデルを破
棄して、過去の操作履歴を用いて初めから形状を作り直しているためである。そのた
め、比較的大規模な形状モデルを、パラメトリック設計のような試行錯誤的な形状生
成法で作成しようとすると非常に操作性が悪いという問題があった。

さらに、集合演算による形状生成を考えると、集合演算を施す順序によっては、以前
に開けた穴を塞いでしまったり、必要でない部分まで除去してしまうこと場合がある。
その場合には演算順序を変えて集合演算をやり直したり、塞がれた穴を再度開け直す
などの処理が必要であった。すなわち、形状生成と集合演算の順序とは深く関係して
いるために、形状が確定した部分から優先的に形状定義を行っていく試行錯誤的なモ
デリングとは折り合いが悪かった。

形状特徴表現

形状モデルをプロセスプラニングなどに用いようとする場合、形状データだけでは不
十分であり、加工情報、公差、材質など様々な工学的情報が保持されていなければな
らない。近年では、形状モデルにおいて穴や溝など工学的に意味がある部分形状を形
状特徴として管理したり、形状特徴を陽に用いて形状定義を行なうといったことが一
般的になってきている。実際、いくつかの商用システムでは、形状特徴を利用したプ
ロセスプラニングを行なっている。

しかし、従来のソリッドモデルでは位相的な制約から表現できる形状特徴が限られて
おり、たとえば加工などでしばしば用いられる体積特徴などは管理が難しい。また形状
特徴間で干渉が起きる場合などでは、形状特徴が部分的に消去されることがあり、形
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状特徴としての整合性が維持できなくなるという問題がある。

以下において、この二つの問題に関して、従来のソリッドモデルが持つ問題点につい
て詳細に論じていくことにする。

����� 集合演算の修正における問題点

試行錯誤的な設計の場でのソリッドモデルの利用を考えると、変形操作の取り消しや
修正が高速にできることが重要になる。しかし、従来は、ソリッドモデルの修正は非
常に時間にかかる操作であった。

図 ��� に、集合演算 �� ���� �� �0� で定義された形状から、プリミティブ �� ��

0 を取り消して生成される３通りの形状モデルを示す。

形状モデルの修正のための手順としては、それ以前に適用したすべての集合演算を始
めからやり直すか、�/�� 操作で１ステップずつ後戻りするという二通りの方法が存在
する。しかし、これらの方法は、この図のようにプリミティブの個数が比較的少数の
場合には有効であるが、形状モデルが複雑になり、プリミティブの個数が多くなって
くると修正に要する時間が長くなり、操作性が低下していくという問題がある。

集合演算の再実行

商用システムで多く用いられている修正方法は、集合演算の履歴を保存しておいてそ
れを始めからやり直す、という方法である。図 ��� の例では、� を取り消すためには、
�� �� �0� を再計算するわけである。

しかし、この方法では、複雑な形状モデルの穴の径を一つ変更するだけでも、いまま
での集合演算をすべてやり直して形状モデルを作り直さなければならない。大雑把に
いえば、集合演算の再実行で修正を行なう場合、/ 個のプリミティブから生成された
形状モデルの場合、以前の集合演算を一つ修正するのに要する計算時間は、�� に比例
すると考えられる。これは以下のような計算による。

� � 個のプリミティブから作られた形状モデルに ���１� 個目のプリミティブを加
えたときの集合演算の計算時間 �� を 9 を定数として、�� � 9 �� と仮定する。す
なわち、面の個数に比例して、集合演算の計算時間が増大するものとする。（こ
の仮定は理想的な実装手段を用いた場合に成立するもので、最悪の場合では面の
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図 ���. 集合演算を取り消して得られる形状モデル�
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個数の自乗に比例する。）このとき、プリミティブの一つを変更して形状の修正
を行うことを考えると、以前の � 回の集合演算操作をすべてやり直す必要があ
るので、修正に要する計算時間 = は、

= �
��

���

�� � �95２�����１�

となり、計算時間はプリミティブの個数の自乗に比例する。

� 図 ���� は、多数のプリミティブから成る形状モデルを示しているが、プリミティ
ブ１０個の場合の集合演算の再実行に ０�７２秒、プリミティブ１００個のとき
は４８秒かかっている。すなわち、プリミティブの個数が１０倍になることによ
り再計算に要する時間は６７倍になっており、この傾向が確認できる。

問題なのは、唯一つの操作を取り消すためであっても本来関係のないすべての集合演
算を再計算しなければならないことであり、修正に要する時間がプリミティブの個数
の自乗に比例して増大していくという性質である。形状生成の初期段階では修正に要
する時間はそれほど気にならなくても、プリミティブの個数が多くなるに従って、たと
え形状のごく一部を変更しただけであっても多大な時間がかかるようになる。図 ����

の例題のように、一部を変更する度に、再計算に４８秒もかかっていたのでは、試行
錯誤的な環境でのモデリングは困難である。

�(�� 操作

このように、すべての集合演算を始めからやり直す方法は、計算コストが高く、応答
性を損なうので、直前の集合演算操作を高速に取り消すことのできる �/�� 操作が千
代倉と木村によって提案された 9��&0�?�����':。なお、�/�� 操作の実現方法には、オ
イラー操作の逆操作を利用するものと、データベースの復元機能を利用する方法とが
知られている。

集合演算をオイラー操作の列によって実現した場合、すべてのオイラー操作が逆操作
を持つという性質から、集合演算を適用する以前の状態に戻す逆操作が実現できる
9#�/�0����
 ��&0�?������:。ただし、逆操作に必要なデータはオイラー操作の適用順
序に依存するため、今まで行なってきた操作を逆向きに順次復元していかなければな
らない。

したがって、この方法では、直前の操作の取り消しは非常に高速であるが、モデリン
グの初期に適用された集合演算を取り消すには時間がかかる。なぜなら、取り消すべ
き集合演算以降のすべての形状を順次復元し、その上で本来は取り消す必要のなかっ
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た集合演算を再度適用しなければならないからである。そのため、修正したい部分に
よっては、やはり膨大な計算時間がかかってしまう。

同様の �/�� 操作は、汎用的なデータベースの機能を用いることによっても実現でき
る。この場合、形状データが変更される度に、データベースのどの部分がどう変更さ
れたかのログに取っておき、必要に応じてデータベースを以前の状態に復元する。こ
の場合も、修正に要する時間が演算順序に依存するので、オイラー操作と同様の問題
点が生じる。

また、 �/�� 操作以外の修正方法としては、�*+ 表現の各ノードに中間状態の境界表
現データを対応させておき、必要に応じて境界表現を計算し直す方法 9$��/����:も考
えられるが、この場合でも初期の集合演算を取り消した場合は、各ノードでのプリミ
ティブの組合せが変わるので、取り消したプリミティブを含むすべてのノードに対応
する境界表現データを再計算しなければならない。また、中間段階のデータも保持す
るため、データ量が膨大になるという問題点がある。

再実行、�(��操作、取消操作の比較

図 ��� は、集合演算で生成された境界表現形状モデルを修正する方法をまとめたもの
である。

��� では、システムは、集合演算の履歴のみを保持している。この場合では、直前の操
作を取り消す場合でも、すべての集合演算を再実行することになる。したがって、複
雑な形状モデルを試行錯誤的に生成すると非常に操作性が悪くなる。

�'� では、オイラー操作の逆操作やデータベースの機能を用いて後戻りできる場合であ
る。集合演算とその後戻り操作は、>�>�１ で示されている。後戻り操作においては、
幾何計算を行なうことなく、データベース上の操作だけが行なわれる。この方法では、
直前の状態に戻すことが容易であるが、任意の集合演算を取り消す場合、計算時間は
演算の適用順序に依存して計算時間がかかる。

��� は、理想的な修正操作である。これはどの集合演算を取り消す場合であっても、操
作順序に関係なく、幾何計算を行なわずに形状の修正ができる操作である。このよう
な操作が実現できれば、これまで述べてきたような問題点が解決でき、大規模な形状
モデルでも非常に高速な修正操作が可能になる。しかしながら、従来のソリッドモデ
リングにおいてはこれまで実現されていなかった。

本章では、図 ��� ��� のような演算順序に依存しない取消操作を実現し、比較的大規模
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な形状モデルでも試行錯誤的形状生成が可能となる形状操作を提案する。そのような
取り消し操作については本章の第５節で論じる。

図 ���. 集合演算を取り消すための３通りの手順�
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����� 演算順序における問題点

次に、集合演算のもう一つの問題として、順序依存性について考えてみる。集合演算
は、一般に、

������ � �� �� �� � ��

であるから、和集合、差集合、積集合の組み合せからなる集合演算では、演算の順序
を変えると評価形状も変わってしまう。このことも、操作性のよい形状処理操作が容
易に実現できない大きな理由の一つであると考えられる。

(+)A

(−)B

(+)C

(−)D

(b) primitives.

(a) geometric model  R.  

図 ���. 集合演算の順序によって形状が変わる例�

ここで、図 ��� ��� の形状モデルをプリミティブを組み合わせることによって生成する
ことを考える。必要なプリミティブを図 ����'� に示す。ＡとＣは足すべき形状、Ｂと
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Ｄは引くべき形状である。しかし、これらのプリミティブの演算順序については、多
くの組み合わせがある。この例題のようにプリミティブ間に干渉部分のある場合には、
一度空けた穴が他のプリミティブに埋められてしまったり、また不必要な部分まで引
いてしまうということが起こり、正しい形状の得られる演算順序は限られている。こ
の例では正しい形状 ��� を得るためには、� �0���� の順で操作を行わなくては
ならない。

従ってもし、軸と円盤とを別々に ���，��0として作ったり、また、0 の部分は機
能上重要ではないから最後に 0 の高さを決めたいような場合は、途中で �*+ ツリー
を編集して集合演算をやり直したり、埋まってしまった穴を再度引き直すといった余
計な手間を余儀なくされる。実際、多くの商用の形状モデラでは、�*+ ツリーを編集
し、演算順序を入れ換えて形状修正を行なうことが不可欠な作業となっている。

集合演算はその定義上、演算順序に依存する。そのため、幾つかのプリミティブに集
合演算を施して目的の形状を作るには、集合演算を施す順序に十分気を配らなければ
ならない。

このことは試行錯誤的に形状を決めていく設計作業のサポートには非常に都合が悪い。
設計者は寸法や形の決まった部分から順に形状モデルを作っていくべきであって、モデラ
に都合のよい順に形状を生成するのは妥当であるとはいえない。図 ���での ��0����

という演算順序には、設計作業においては何の必然性もなく、ただ単にモデラの制約
による都合に過ぎない。

そこで、設計作業に適した形状生成を考えるならば、演算順序の影響が制御できるよう
な集合演算が望ましい。そのような集合演算操作については、本章の第６節で論じる。
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����� 形状特徴表現における問題点

次に形状特徴表現の問題点について考えるが、それについて論じる前に、形状特徴に
関する基本的な事柄について概観する。

・形状モデルにおける形状特徴

形状特徴

形状特徴 �������������� という用語は、設計・生産においてしばしば用いられてきた。
形状特徴という考え方は、切削加工に適した部分形状を形状モデルに記述する研究か
ら発展したといわれているが 9*�����
 2&�(�/ !:、現在一般に多く用いられているの
は、2&�(�/ と 5���� の用いた

「部品形状において興味のある部分形状」
という定義である 92&�(�/��: 。

一般に機械設計では、設計者は要求された機能の実現のために、公差、加工、組み立
て性など様々な工学的問題を考慮する必要があり、形状はそれらの要求から決定され
ると考えられる。形状特徴とは、形状が本来持つ意味を記述したものであり、より抽
象度の高いレベルで幾何形状を捉えたものということができる 9@(���1(?&��:。

陽表現の形状特徴

形状特徴は、陰表現と陽表現に分けて考えることができる 95������:。

陰表現とは幾何形状として現れていない形状で、たとえば、「点 5 を中心に半径 8 で
深さ A の円筒穴を垂直に開ける」という記述自体が陰表現となる。陽表現とは陰表現
を評価して得られるもので、この場合は形状モデルの穴の部分が陽表現の形状特徴と
なる。

ここでは、陽表現の形状特徴について考える。陽表現の形状特徴は形状モデルのデー
タを必要とする解析や加工データの作成などで広く用いられる。陽表現の形状特徴に
おいては、形状特徴を工学的な意味を持った「形状モデルの部分形状」と考えること
ができる 95������:。
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形状特徴の視点依存

何を形状特徴として捉えるかは、形状をどのような視点で捉えるかに依存する。たと
えば、加工を考えるならば、穴やポケットなどの加工単位を形状特徴と見倣すのが自
然であるし、加工精度を考えるならば公差の与えられた部分が形状特徴となるであろ
う。組み立てにおいては、接触部分や接触の仕方などが形状特徴と見倣される。図 ���

は、形状モデルを工学的な評価に用いようとしたときに必要とされる形状特徴の例を
示している。形状モデルを利用して設計の評価を行なう場合、評価しようとする対象
に依存した工学的情報が必要となる。

0.1

tolerance: machining:
machined
by TOOL−1

assembly:
mating with 
PART−2

図 ���. 形状モデルに対して記述される工学的情報�

形状特徴の獲得手段

形状特徴には、このように視点に依存するという問題もあるが、もし形状モデルに対し
て対象に応じた形状特徴が適切に保持されていれば、組み立て性評価や構造解析、プ
ロセスプラニングなどを計算機によって有効に支援できることが期待できる。ここで、
形状特徴をどのように獲得していくかということが問題になるが、そのための手段と
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して「特徴抽出」�������� �������&�/� と「形状特徴による設計」���(&�/ '0 �������� が
よく知られている。

形状特徴抽出

形状特徴抽出とは、既存の形状モデルから穴や溝などの形状特徴を自動的に抽出する
方法である。一般的には、穴や溝に相当する位相や幾何をグラフ構造で表現し、その
パターンが形状モデルの境界表現データに存在するかを検索するパターンマッチング
の手法が用いられる。

ただし、この方法は比較的単純な位相構造を持つ形状特徴には有効であるが、形状特
徴間の干渉がある場合には検出が難しいという問題がある 9*�?���& !:。また、位相や
幾何のデータを探索することで形状特徴を抽出するので、平面部の公差のようなあり
ふれた位相を持った形状特徴は特定が難しいという問題もある。

一般にすべての形状特徴抽出を自動的に行なうのは限界があり、解析を行う技術者が
形状特徴を構成する面や稜線を直接選択するといった補助的な手段も必要となる。

形状特徴による設計

形状特徴を獲得するためのもう一つの方法は、形状を定義するときに「形状の意味」も
一緒に保持する方法である。設計者は、形状設計の段階では形状の意味について認識
しているが、形状モデルを作成する段階ではそれらの意味は捨てられ、位相と幾何の
情報のみが残される。当然のことながら、一般には、位相と幾何から形状の意味を再
生することは不可能である。そこで、形状特徴はできる限り形状生成の段階で獲得す
べきだとする考え方があり、「形状特徴による設計」���(&�/�'0��������� と呼ばれてい
る 9C&��/��:。図 ��� は、設計においてよく用いられる形状特徴を示している。形状特
徴による設計では、このような形状特徴を組み合わせることによって形状モデルを作
成していく。

ただし、形状特徴による設計にも問題点がある。既に述べたように、形状特徴に関し
ては視点に応じて何が形状特徴かが変わるという問題がある。そのため、場合によっ
ては形状生成の段階で獲得した形状特徴を別の形状特徴に変換する必要がある。たと
えば、図 ��� では、形状生成の段階で、突起 �,�����(&�/� として定義された場合、溝
�����	�� は形状特徴として陽には現れていない。しかし、加工の視点からは削りとる
部分である「溝」が重要な形状特徴となる。このような場合には、必要に応じて形状
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図 ���. 形状特徴の例�
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特徴抽出などを行なって溝の部分を検出する必要がある。

(groove)

protrusion

図 ���. 形状定義の段階では現れない形状特徴 �����	���

境界表現モデルにおける形状特徴

さて、ここで、いずれかの手段で獲得された形状特徴をどう保持していくかについて考
えていく。ただし、形状特徴に関する研究は膨大であり 9*�����
 2&�(�/ !:、工学的な
意味まで考慮した形状特徴の表現法を一般的に論じることは困難なので、形状特徴の幾
何的情報を保持する問題に限定し、工学的意味は「属性」として抽象化して考えるもの
とする。すなわちこの場合、形状特徴は「属性の付加された、形状モデルの部分形状」
と見倣される 92&�(�/��
 5������:。そのための表現手段としては、境界表現形状モデ
ルが適していることが広く認識されており 92&�(�/��
 5������
 *�����
 @(���1(?&��:、
形状特徴は境界表現モデルを構成する ����
 ����
 	����� の部分集合として表現される
92&�(�/��
 *�����:。
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・形状特徴表現における問題点

従来のソリッドモデルを用いて形状特徴設計システムを実現した場合、次のような、問
題点が生じることが知られている 9#�(���� �
 =�1�'���
 *�&������:。

� 形状特徴は、工学的に興味のある部分が対象となるため、ワイヤフレーム、サー
フェス、ソリッドなど様々な形態で表現できることが望ましいが、２�多様体ソ
リッドモデルでは表現できる形状が限られている。

� 最終的に形状モデルの境界位相要素として残らない位相要素には工学的情報を付
加することができないため、設計の途中で現れる形状特徴が保持できないことが
ある。

� 形状特徴を構成する位相要素に干渉が生じた場合、位相要素と形状特徴との対応
の保持が難しい。

境界表現ソリッドモデルでは、形状特徴は位相要素の集合として表現されるが、この
ような表現法では表現できる形状特徴が限定されている。なぜなら、形状特徴として
記述したい部分が境界表現の位相要素として現れていない場合には、当然のことなが
ら、部分形状として保持できないからである。たとえば、図 �� に斜線で示したよう
な体積特徴は形状モデルの位相要素の集合だけでは表現できない。

そのため、従来の形状特徴表現では閉じた領域を作るために、仮想的な面を境界表現
の位相構造とは別に保持することも行われていた 95������
 +���( �:。しかしこの方
法の欠点は、境界表現データと仮想面のデータという二つの異なる表現があるために、
形状が変形されたときに両者の整合性を保持する処理が大変複雑になるということで
ある。これに対して、5���� は、仮想面を非多様体位相構造によって保持し、この問題
を解決する方法を提案している 95������:。しかし、5���� の方法でも表現できる形状
特徴に制限があり、また、図 ���! のように体積特徴間に干渉が生じる場合には対処で
きない。この方法では、正の形状特徴から削り取られる部分しか形状特徴として保持
されず、対象が加工のための形状特徴に限定されているためである。

さらに、様々な工学的情報を扱おうとすると、形状特徴は、線特徴、面特徴、体積特
徴に応じて、ワイヤフレーム、サーフェス、ソリッドといった様々な形態を取ること
も考えられる。しかし、従来のソリッドモデルでは、２�多様体ソリッドに限定されて
いたため、これらは必ずしも表現することができなかった。例えば、中心線や補助面
などはソリッドモデルでは表現できないので、形状特徴としては定義できなかった。
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図 �� . 付加的 ���� �斜線部� による体積特徴の表現�

また、設計の途中で工学的情報が付加された場合には、その形状特徴を維持すること
が難しいという問題がある。これは、形状特徴による設計 ���(&�/�'0�������� � におい
て、形状特徴間で干渉が起こる場合にしばしば生じる問題である。図 ���! のように、
二つの溝が干渉するような場合には、「溝」という属性の付けられた部分の位相要素が
一部なくなる。このような場合、位相要素の集合として保持されている形状特徴の整
合性を維持することは困難であった。

これらの問題に対処するための形状特徴表現については、本章の第７節で論じる。
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図 ���!. 形状特徴 �溝�が干渉する例�

��� 本研究の方針

本研究では、以上述べた試行錯誤的形状生成と形状特徴表現の問題を、非多様体位相
構造を用いた集合演算操作の応用として解決することを考える。本節では、併合操作
と抽出操作を用いた新しい集合演算の基本的な考え方について述べ、それが前節の問
題にどのように適用できるかについて述べる。

����� 併合操作�抽出操作�簡略化操作を用いた集合演算

非多様体位相構造を用いると、集合演算の評価形状の表現に二通りの位相構造が可能
となる。ここでは、二通りの表現に応じた集合演算がそれぞれ併合操作＋抽出操作、併
合操作＋抽出操作＋簡略化操作の組み合わせで実現できることを示す。

併合操作

図 ���� の立体Ａ、Ｂの和集合について考えてみる。図 ������� は、ソリッドモデルの
和集合の評価形状であり、図 �����'� は本章で導入する「併合操作」によって生成され
た位相構造である。図 �����'� では、立体の内部にも面が残されており、三つの閉空間
から構成されている。形状モデルの表現している形状は、位相要素の集合が占める空
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間であると考えれば、図 ���� �'� の形状モデルは細分化されてはいるものの、どちら
の表現も同じ空間を占めている。従って、表現 ��� と �'� は同じ実体を表している別
表現ということになる。

しかし、これらの位相構造には、プリミティプの位相情報が保持されているかどうか
という本質的な違いがある。形状 ��� では、和集合を表現するための必要最小限の位
相要素以外は消去されている。その結果、この位相構造だけから、元のプリミティブ
Ａ
Ｂに関する情報は得られない。一方、形状 �'� では、立体の内部にある位相要素も
残した位相構造を持っている。余分に残された部分は和集合を求めるという本来の目
的からすれば不要であるが、これらの位相要素は元の形状Ａ
Ｂの位相構造を保持する
ためには有用である。もし、形状 �'� の各位相要素にＡとＢのどちらに由来してでき
たが属性として記述されていれば、形状 �'� から元の立体Ａ
Ｂを復元することも可能
である。

ここでは、プリミティブから 形状 �'� のような位相構造を作る操作を 併合操作 と呼
ぶ。なお、図 �����'� のような位相構造は２�多様体ではないので、従来のソリッドモ
デルでは表現できない。プリミティブＡ、Ｂの干渉で生じた４本の稜線は４枚の面に
共有されている非多様体稜線となっている。

抽出操作

集合演算には、和集合、差集合、積集合がある。図 ����に、図 ����に示したプリミティ
ブ �，� の和集合 ��/&�/�、差集合 ��&J���/���、積集合 �&/���(���&�/� と併合操作で作
成された位相構造との関係を示す。この図からわかるように、和集合、差集合、積集
合はいずれも併合形状の位相要素の部分集合となっている。したがって、もし、併合
形状から適当な手続きによって和集合、差集合、積集合が抽出できるのであれば、併
合形状と抽出手続きを保持することによって集合演算の評価形状が表現できることに
なる。

具体的なアルゴリズムは以後の節で述べるが、併合操作で作成された位相構造は、各
位相要素がどのプリミティブに由来するものであるかを記述しておけば、それらのプ
リミティブ間の任意の集合演算の評価形状を抽出することが可能である。ここでは、併
合形状から評価形状を抽出する操作を 抽出操作 とよぶ。
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A

B

(a) (b)

図 ����. 従来の位相表現 ���とプリミティブの位相要素を保持する位相表現 �'��

簡略化操作

併合操作と抽出操作にさらに簡略化操作を組み合わせることで、図 ����の表現 ���の
ような必要最小限の位相要素からなる位相構造を生成することができる。簡略化操作
とは、抽出操作で選ばれなかった位相要素を形状データから削除する操作である。本
論文では、併合形状が試行錯誤的な形状生成や形状特徴表現に適していることを示し
ているが、これらの利点を必要としない場合には簡略化操作を適用してデータ量を軽
減する。簡略化操作の実現法については、第 �! 節で述べる。

併合操作�抽出操作�簡略化操作による集合演算

図 ���� に三つの操作を用いた集合演算の手順を示す。
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merged model 

 subsets
     of
topological
 elements 

union    difference

 intersection  
       

図 ����. 併合形状から抽出される和集合、差集合、積集合�
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�� まず、併合操作によって、プリミティブ -
 %
 � の併合形状 ������� ������ を
作成する。

�� 次に、抽出操作によって集合演算式を評価し、併合モデルから目的の形状 ����

������� ������ を取り出す。

�� 最後に、必要に応じて、評価形状に現れない位相要素を除去し、必要最小限の位
相要素のみからなる形状モデル �(&�,�&K�� ������ に変換する。

すなわち、本アルゴリズムにおいては、集合演算は、併合操作と抽出操作、また必要
に応じて簡略化操作を組み合わせることで実現される。

併合操作と抽出操作の応用

次に、併合操作と抽出操作を利用して従来のソリッドモデルでは解決が困難であった
問題を解くことを考える。ここでは次のような問題を考える。

試行錯誤的環境に適した集合演算

第２節で述べたように、従来の集合演算は試行錯誤的環境での形状生成には適してい
なかった。この問題には、併合操作と抽出操作による集合演算法が有効であると思わ
れる。

集合演算を併合操作と抽出操作に分けるということは、集合演算を演算順序に依存し
ない操作と順序に依存する操作に分離することを意味している。

併合操作では、どのような順序でプリミティブを併合していっても、最終的にできる
位相構造は同じである。したがって、集合演算が演算順序に依存するという性質が試
行錯誤的環境に適した形状操作の実現を妨げていることを既に述べたが、併合操作で
はそのような問題は生じないことになる。

一方、集合演算の順序依存の性質はすべて抽出操作に吸収されている。抽出操作は併
合操作と違って、時間のかかる幾何計算や位相操作を伴わないので、全体の計算コス
トから考えるとほとんど無視できるほど負荷の軽い操作である。そのため、演算順序
を入れ換えて抽出操作を再実行するといったことはほとんど計算時間を要さずに行な
える。
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C
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B

C

BA

extracted model

simplified model

(option)

merged model

A − B U C

図 ����. 集合演算を構成する三つの操作：併合操作、抽出操作、簡略化操作�
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以上の性質を利用することで、試行錯誤的環境に適した形状操作を実現する。第５節
では、演算順序に依存しない集合演算の取消)修正操作について、第６節では演算順序
を柔軟に決めることのできる集合演算について述べる。

非多様体位相構造を用いた形状特徴表現

併合形状では、プリミティプの位相構造が保持されている。この考え方を発展させる
と、形状特徴で表現したい形状、すなわち、工学的に意味があるすべての部分が境界
表現の位相要素の集合として得られるような位相構造を保持しておけば、形状特徴を
適切に保持することができる。

図 ���� に、形状特徴を保持した位相構造を示す。この図では、形状特徴と併合形状の
	�����との関係を示している。併合操作では、形状特徴表現に必要な位相要素は消去
しないので、形状特徴間の干渉が生じても以前の形状特徴の情報が失われることはな
いし、必要に応じて形状特徴を併合形状から抽出することもできる。

ここでは、プリミティブは任意の非多様体形状モデルでよいので、形状特徴は、面、線、
点であってもよい。したがって、体積特徴だけでなく、面特徴や線特徴なども扱うこと
ができる。また、形状特徴抽出で獲得された形状特徴も同様に保持することができる。
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図 ����. 形状特徴を保持するための位相構造�
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��� 併合操作と抽出操作に基づく集合演算

本節では、併合操作と抽出操作に基づく集合演算について説明する。ここでは、基本
的な考え方について示し、詳細な実装手段については第８節以降で述べるものとする。

なお、本章でいう集合演算とは、本論文の「非多様体形状モデルの定義」の章で定義
した集合演算を示し、和集合、差集合、積集合に応じて、�
 �
 
 と書かれるものと
する。

����� 保持される形状データ

まず、本研究で提案する集合演算操作の構成を図 ���� に示す。ここでは、プリミティ
ブ -
%
� に対して、集合演算 � �� � � を施す操作を示している。図において、上
段は元のプリミティブ、中段は保持される形状データ、下段は抽出される形状である。

上段は、位相要素 ��� ��� �� を持つプリミティブ ����� である。これらのプリミティブ
から、中段の (����� ���� で示された三つの表現を作成する。一つは併合形状 �������

������ で、位相構造として保持されるものである。また、それ以外に、���� � ��

を表すブール式 または �*+ ツリー、および、元のプリミティブ ���� � と併合形状
モデルとの関係を記述するための � � ��� � ���� ��
� ���
といった表現を保持してお
く。この表現は、「元のプリミティブは ���� ���
 といった位相要素の集合で構成され、
プリミティブの面 �� は、併合形状モデルでは ���� ��
 に分割されている」という意味
である。また、ブール式は併合形状から目的の形状を抽出するための記述であり、通
常は集合演算の履歴が保持される。

併合形状から、集合演算を評価して形状を取り出すためには、中段の (����� ���� に示
した三つのデータがあれば十分である。集合演算 ������� で得られるべき形状は、
図 ���� の下段に示した抽出形状 ���������� (��,�� である。評価形状は、併合形状モ
デルから適当な位相要素を選択することによって得られる。また、必要に応じて境界
位相要素を抽出することによって評価形状の境界位相要素 �'��/���0 �����/�(� が得
られ、表示データなどとして用いることができる。
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図 ����. プリミティブの併合と抽出
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����� 併合形状モデルの位相構造

併合形状モデルは、併合操作でプリミティブを埋め込んでいくことによって作成され
る。ここでは、併合形状モデルがどのような位相構造を持つかについて、図 ���� を用
いて説明する。この図は、プリミティブＡ
 Ｂ
 Ｃを順次併合していった場合の併合形
状モデルとプリミティブを示している。

併合操作でプリミティブを埋め込むときには、併合形状とプリミティブの位相要素間
での干渉計算を行ない、二つの形状モデルを併合する。この際、位相要素の分割と、一
致する位相要素の併合は許されるが、位相要素の消去は行なわれない。この例では、プ
リミティブＡ
 Ｂを構成していた ���� をそれぞれ ��� �� 、またワイヤフレームのプリ
ミティブＣの ���� を �� としているが、これらは図に示したように、分割されてはい
るものの、併合形状モデルには残されており、併合形状モデルの位相要素の集合とし
て記述することができる。

このような位相構造を保持し、また元のプリミティブとの対応関係を保持しておけば、
併合形状においてプリミティブの情報を残すことができる。

����� 位相要素の抽出

ところで、併合形状から和集合、差集合、積集合を取り出すためには、集合演算を評
価することが必要である。ここではまず、これらの位相要素を取り出す方法について
説明する。

プリミティブの記述

図 ���� にその考え方を示す。図 ���� ��� は、図 ���� に示したプリミティブ �，� の
併合形状である。この形状で面に囲まれた閉空間をそれぞれ、図 ���� �'� に示すよう
な３つの 	�����、�� 
 �� 
 �	 とする。

まず、併合形状の 	�����とプリミティブとの関係を考えれば、Ａの占める空間を 	�	、
その閉包を 9	�	: とかくとき、�
 � は、

	�	 � 9	��	� 	��	:

	�	 � 9	��	� 	�		:
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と記述することができる。したがって、本論文で定義した和集合、差集合、積集合を
それぞれ �
 �
 
 と書くと、それらに対応する 	����� の集合は次のような単純な演
算で求めることができる。

	���	 � 	�	� 	�	 � 9	��	� 	��	� 	�		:

	� � �	 � 	�	 � 	�	 � 9	�		:

	�
�	 � 	�	 � 	�	 � 9	��	:

これらの占める形状の境界位相要素を取り出した形状を図 ������� ��� ��� に示す。

このような集合演算の評価は、プリミティブの個数が２個以上の場合であっても、上
記の演算を順次施していくことで、評価形状を得ることができる。また、ここではソ
リッドの場合について述べたが、サーフェス形状であっても、上記の議論で 	�����を
���� に置き換えることで対応することができる。抽出操作に関するさらに詳細な議論
に関しては、第８節で論じる。
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����� プリミティプと併合形状の対応関係の記述法

ここでは、プリミティブと併合形状の関係がどのように記述できるかについて述べる。

併合形状においては、形状モデルが本来持っていた位相要素は分割されることはある
が、消去はされることはない。したがって、元のプリミティブのすべての位相要素は、
少なくとも一つの併合形状の位相要素と対応させることができる。

プリミティブの位相要素と併合形状の位相要素の関係

図 ���� は プリミティブ � と併合形状モデル � について示している。この例を用い
て、プリミティブ � を併合形状モデル � の部分形状として保持しておくためにはど
のような関係を保持することが必要かを説明する。なお、この図において、プリミティ
ブ � の位相要素は斜体で、併合形状 � の位相要素はゴシックで示している。

プリミティブ � と併合形状モデル � との関係を考えてみると、プリミティブ � の
面 �� � �� は、併合後ではそれぞれ ���� ��
� ���� ��
 に分割されている。そこで、

�� � ���� ��


�� � ���� ��


という関係を記述することにより、面 �� � �� を併合形状モデルの部分形状として保持す
ることができる。	�����
 ����
 	����� に関しても同様に元のプリミティブと併合形状
を関係付けることができる。

一般に、併合後の形状モデルの位相要素 &� がプリミティブが併合前に持っていた位
相要素 &� と次の関係を持つとき、&� と &� が相互に関係付けられるものとする。ここ
で、	&�	 は、&� の占める点集合を意味する。

� ��
�&�� � ��
�&��

� 	&�	 � 	&�	

さらに、すべての位相要素について関係を双方向で記述するために、干渉によって生
成された稜線や頂点も考慮する。図 ���� の併合形状においては、��� �� が他の面との
干渉で生じた ���� である。これらは明らかにプリミティブ � に起因して生成された
ものであるが、プリミティブ � には存在しない ���� である。そこで、プリミティブ
� の位相要素として、��� � ��� を仮想的に考え、

��� � ���
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���� 併合操作と抽出操作に基づく集合演算 �!�

��� � ���


のような関係を記述する。

このような干渉位相要素を保持する理由は、併合形状の位相要素の由来を明確に記述
しておくためである。例えば、���� � がプリミティブ �
 � の干渉として生じたこと
がわかっているならば、形状生成の過程で �
 � の一方が除去されたとき、� が存在
理由を失い、除去される対象であることがわかる。このような情報は後の節で述べる
試行錯誤的形状生成の支援において大変有用なものとなる。

関係記述のためのデータ構造

以上述べたような関係を保持するためのデータ構造は図 ���� に示されている通りであ
る。プリミティブ � のための記述としては、	�����
 ����
 ����
 	����� の各個数分の
スロットと、干渉位相要素のリストを保持するためのスロットがあり、それぞれ斜体
で示されている。干渉位相要素の個数は他のプリミティブとの干渉によって決まるの
で、干渉位相要素は付加や除去が容易なように、図の �	 で示したリスト構造によっ
て保持されている。

これらのスロットと、太字で示した併合形状の位相要素との関係を記述し、管理してお
けば、併合形状からプリミティブＡに相当する位相要素のみを部分形状として抽出す
ることができる。プリミティブ � の位相構造は、関係付けられた併合形状の位相要素
を参照すれば得られるので、位相データとしては併合形状のみを保持しておけばよい。

����� 併合操作�抽出操作のまとめ

併合操作と抽出操作について整理しておく。

併合操作はモデリング空間にプリミティブを埋め込む操作であり、プリミティブの位相
構造を反映した併合形状モデルが保持される。併合操作では以下の処理が行なわれる。

� プリミティブを構成していた各位相要素が、併合形状モデルの位相要素の和とし
て得られるような位相構造を作成し、

� 元のプリミティブを、図 ���� に示したようなデータ構造によって併合形状モデ
ルと関係付ける。

埋め込むプリミティブは、本論文で定義した任意の非多様体形状モデルが対象となる。
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抽出操作は、対象となる形状を、併合形状から位相要素の集合として取り出すための
操作である。ここでは、併合形状モデルからプリミティブを取り出したり、また、集
合演算式を評価して得られる形状を取り出す操作として用いられる。抽出操作は、併
合形状モデルの各位相要素とプリミティブとの関係を調べることによって、比較的単
純な演算によって実現することができる。

なお、併合操作と抽出操作の実装方法を含むさらに詳細な議論は第８節以降で述べる。
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����� ����
�� ハイブリッド表現

ここでは、併合)抽出操作で実現される集合演算を少し別の観点から論じてみる。併合)

抽出操作では、境界表現の併合形状と �*+表現の両方を保持しており、それらを併合
形状とプリミティブの関係付けの記述が橋渡ししている。したがって、このデータ保持
法は、境界表現と �*+表現を密に関連付けた �*+)%��,ハイブリッド表現 92&�(�/��:

となっている。

境界表現と ��
 表現の二重表現

従来の形状モデラでも境界表現と �*+ 表現の両方を形状データとして保持すること
はあったが、それらは独立に保持されていた。その場合、境界表現と �*+ 表現との整
合性を保持するという観点から、どちらかをマスターモデルとする必要があった。

図 ��� に、従来の形状モデラにおける境界表現と �*+ 表現の関係を示す。��� では、
�*+ 表現がマスターモデルとなっている例で、必要に応じて �*+ 表現から境界表現
モデルを生成する。�'� は、境界表現がマスターモデルである形状モデラの構成例で、
�*+ 表現は境界表現を生成するための履歴を管理する補助的なデータとなっている。

また、9+���( �: のように、�*+ 表現のプリミティブを形状特徴として表現するため
に、境界表現と �*+ 表現を関連付けて保持する研究もある。しかし、そのような場
合、境界表現と �*+ 表現との整合性を保持するために多大な労力を払う必要がある。

本論文の図 ���� で示した形状データにおいては、境界表現と �*+ 表現の両方を保持
したものとなっているが、両者が位相要素間の記述を介して、密に結びついた表現に
なっている。そのため、これまでの表現法のように、境界表現と �*+ 表現のどちらが
マスターモデルであるかという問題はそれほど意味がなくなり、両者の整合性は自動
的に保持される。

2&�(�/はこのような境界表現と �*+表現を密に関連付けた表現法を�*+ )%��,ハイ
ブリッド表現と呼んでいるが 92&�(�/��:、図 ����で示した表現法は、この �*+ )%��,

ハイブリッド表現を実現する一手法と見倣すことができる。

7��&�( の ��
����# ハイブリッド表現

2&�(�/ は、 �*+)%��, ハイブリッド表現を実現する手法の一つとして、図 ���! に示
したような、非多様体位相を用いる方法を提案した。2&�(�/ の方法では、 �*+ 表現
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の節 �/����、すなわち、集合演算の過程で生成される中間形状を非多様体位相と関連
付けた。

2&�(�/ の研究は �*+)%��, ハイブリッド表現の実現に非多様位相が利用できること
を示唆した点で注目すべきものであるが、実用上は対応関係を管理する負荷が大きい
という問題がある。試行錯誤的な形状修正操作を考えてみると、2&�(�/ の方法では、
�*+ と %��, の関連付けが集合演算の順序に依存してしまい、たとえば、初期のプリ
ミティブを取り除く操作を行なった場合、そのプリミティブを子に持つすべての節の
記述を書き換えなければならないため、ハイブリッド表現の整合性を保つための負荷
が大きくなってしまう。本論文で提案した抽出操作を用いれば �*+ 表現の節に対応す
る中間形状が容易に得られるので、節の記述の管理に負荷をかけるのは無駄である。

併合�抽出操作に基づく ��
����# ハイブリッド表現

本手法を �*+)%��, ハイブリッド表現の実現手段としてとらえた場合は、図 ���� に
示したように、�*+ 表現の節ではなく葉 ������ が非多様体位相と関連付けられ、節に
相当する部分は必要に応じて抽出操作を施して生成される。

この方法だと、%��, と �*+ の関係付けは個々のプリミティブに関して独立になされ
ており、プリミティブ間の相互関係を考慮する必要がない。したがって、特定のプリ
ミティブに対する形状操作で影響の及ぶ範囲が限定されるという利点がある。さらに、
本手法では、集合演算の評価された形状を陽に持たず、必要に応じて任意のブール式
を評価した形状を得るための抽出操作を備えている。そのため、�*+ の節に相当する
中間形状も容易に得ることができるので、本論文の表現法は、2&�(�/ の方法よりも汎
用的なものとなっている。

以上から、併合)抽出操作に基づく形状データ表現は、対応関係の管理が容易であり、
より汎用的な �*+)%��, ハイブリッド表現を実現するための方法として優れたものと
なっていることがわかる。
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��� 集合演算の取消操作と修正操作

本節では、第２節で述べたソリッドモデルの問題点のうち、集合演算の取り消しや修
正が演算順序に依存しないで行なえる手法を、併合操作と抽出操作の応用として実現
できることを示す。

����� 演算順序に依存しない取消操作

併合操作では、プリミティブが併合形状モデルの位相要素の集合として直接に表現さ
れている。したがって、以前併合した形状モデルを取り除きたい場合、修正すべき箇
所をただちに知ることができる。したがって局所変形操作によって特定のプリミティ
ブに依存する位相要素のみを取り除くことにより、極めて処理の軽い取消操作を実現
することが可能となる。

図 ����を例に取り、取消操作を実現するための処理を示す。この図は、プリミティブ
Ａ
Ｂ
Ｃを併合して作成された併合形状モデルを示している。併合形状モデルにおい
て、斜線で示された部分が取り除くべき位相要素である。併合形状モデルから、プリ
ミティブＡを取り除く手順は以下の通りである。

１
 関連する位相要素の除去

まず、プリミティブＡのみと関係付けられている位相要素を併合形状モデルから削除
する。削除は、	�����
 ����
 ����
 	����� の順で、オイラー操作を用いて行なわれる。
図 ���� で、併合形状 ������� ������ の ���� ��� �� とプリミティブとの関係について
みると、

�� � ���


�� � ���� ��


のような関係がある。ここで、プリミティブＡがなくなると �� が消滅し、対応関係は
以下のように書き換えられる。

�� � �


�� � ���


この場合、�� は存在理由が失われているので、�� は併合形状モデルから削除すべきだ
ということがわかる。同様にして、	�����. ��� ��� �	� �! および点線で示した ���� も、
プリミティブＡがなくなると存在理由がなくなるので、併合形状から除去される。
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図 ����. プリミティブＡの併合形状からの除去�
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次に、干渉位相要素を除去する。そのために、プリミティブＡとそれ以外の唯一つの
プリミティブとの干渉で生じた 	����� と ���� を削除する。� と �" について考える
と、それぞれ対応関係は、

� � �(�/�� (���


�" � �(�/�� (���� ��


である。ここで、(� はプリミティブの記述として保持されている干渉位相要素である。
干渉位相要素は干渉する相手がいなくなったときに存在理由を失うから、� は (�/�

が消失するので除去されなければならない。一方、�" は、(�/� がなくなると、関係が
�" � �(���� ��


に書き換えられて保持される。

２
 ブール式の変更と再評価

次に、抽出操作のためのブール式を書き換える。ここでは、削除すべきプリミティブの
効果を無効にするように式を書き換える。そのためには、和集合と差集合においては、
消去されたプリミティブを空集合とみなし、また積集合では消去されたプリミティブ
をモデリング空間全体とみなせばよい。したがって、取消操作における集合演算の評
価規則は次のようになる。ここで、! は削除されるプリミティブ、? は空集合である。

, �! � ! � , � ,�

, �! � ,� ! � , � ?�

! 
� , � , 
� ! � ,

! 
� , � , 
� ! � ,

ブール式にこのような修正を施した後、集合演算の評価を行ない、評価形状を得る。

以上の処理を施すことによって、任意のプリミティブの除去を、集合演算の順序に関
係なく、干渉計算を一度も行わずに局所変形処理だけで行うことができる。この処理
では、たとえ大規模な形状モデルであっても修正すべき部分が限定されるので、短時
間で処理を行うことができる。
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����� 取消操作の例題

ここで述べた取消操作を用いて、形状修正を行なった例を示す。使用した計算機は 8�

�!!!)��! である。（7%# 8* �!!! シリーズでは低速な計算機である。）

図 ���� は、比較的大規模な形状モデルから一つのプリミティブを取り消して形状の再
評価を行なったものである。この例題では、５０個のプリミティブの和集合から２５
番目に足されたプリミティブを取り除く操作を施した。本手法では、プリミティブを
取り消して形状の再評価を行なうのに要した時間は、�56 �&�� で !��� 秒であり、極
めて高速な形状修正が実現できていることがわかる。同等な操作を �/�� 操作で行な
おうとすれば、２５番目以降の集合演算をすべて取り消してやり直す必要があるため、
数十秒を要する。

図 ���� では、差演算の場合の取消操作を示している。図 ���� ��� では、５０個のプリ
ミティブからなる形状モデルＡと１２角柱Ｂを示しており、図 ���� �'� では、集合演
算 Ａ－Ｂ を実行した結果を示している。この差演算を取り消して、形状Ａ－Ｂから元
の形状Ａを復元する操作を行ったものを ��� に示す。本手法では消された部分もデー
タ構造に保持されているため、形状の復元は非常に高速にでき、�'� の形状から ��� の
形状を得るのに要した �56 �&�� は、!��! 秒である。
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図 ����. 取消操作の例題１（�56 $&�� . !���秒）
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図 ����. 取消操作の例題２ ��56 $&�� . !��!秒�
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����� 修正操作

次に、修正操作について考える。修正操作は、以前適用したプリミティブを別のプリ
ミティブで置き換える操作である。例えば、形状モデルの円柱穴を別の径を持った円
柱で置き換える操作などがこれにあたり、パラメトリック設計で重要な操作である。

集合演算では、プリミティブ � を取り消したのちに修正したプリミティブ �� を後か
ら足したとしても、一般に、

��� ���� � �� �� � ��� ��

であるため、正しい形状ができるとは限らない。修正された形状を正しく得るために
は、� を �� に置き換えた ��� ���� � を計算することが必要である。

この場合でも併合操作が演算順序に依存しないという性質を利用することによって、効
率的な修正操作が可能になる。プリミティブ � を �� に置き換える修正操作の手順は
以下のようになる。

�� プリミティブ � を取消操作によって、併合形状モデルから取り除く。

�� プリミティブ �� を併合形状モデルに併合する。

�� 抽出操作のためのブール式において、� を �� に置き換える。たとえば、全体形
状が ) � �� �� ��� と表現されており、� が �� に変更されたとすると、ブー
ル式は ) � �� � �� � �� と変更される。

�� 修正されたブール式を抽出操作によって評価し、評価形状を取り出す。

この修正操作では、どのプリミティブを修正する場合であっても、集合演算をやり直
す回数が一回だけである。したがって、プリミティブの個数が多くなった場合でも、集
合演算の順序によって再評価すべき集合演算の数が増大することがないため、短時間
で形状修正ができる。

����� 修正操作の例題

図 ���� は、プリミティブ１５０個を組み合わせて生成したプリンタヘッドの形状モデ
ルである。この形状モデルにおいて、いくつかの部分に対して取消操作と修正操作を
適用してその計算時間を測定した。ここに示したように、本手法を用いることにより
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非常に短時間で形状修正ができることがわかる。この計算時間は、従来手法のように
集合演算の再実行を行って形状修正を行った場合に比べて、２桁ほど処理時間が早く
なっている。従来の方法ではこの例題程度の複雑さであっても、形状のごく一部を変
更するだけでも約５０秒の計算時間がかかっていた。

以上のことから、本手法を用いることにより、比較的大規模な形状モデルでも試行錯
誤的な形状生成が可能な環境を提供することが可能となることがわかる。
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図 ����. 複雑な形状モデルに対する取消)修正操作�
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��� プリミティブの優先順位の反映法

集合演算は適用順序に依存する演算である。そのため、幾つかのプリミティブに集合
演算を施して目的形状を作るには、集合演算を施す順序に十分気を配らなければなら
ないという問題があった。このことは、設計者が寸法や形の決まった部分から順に形
状を作っていくためには障害となっていた。

ここでは、集合演算の順序依存の問題を解決するために、

� プリミティブに優先順位を設け、優先順位を反映させた形状評価を行なう手法、

� 集合演算の影響の及ぶ範囲を限定することによって、不用意な干渉を避ける方法

の二つの手法を提案する。

����� 優先順位を考慮した抽出操作

通常の集合演算では、演算を適用した順に形状を評価していく。この場合、後に集合
演算を施されたプリミティブほど優先されることになる。しかし、プリミティブに優
先度を設定することができれば、複数のプリミティブが空間を共有する場合に、どの
プリミティブを優先させるかを柔軟に決めることができる。

そこで、プリミティブに優先度を設定することを考える。優先度は足されるプリミティ
ブ（正のプリミティブと呼ぶ）と引かれるプリミティブ（負のプリミティブと呼ぶ）に
ついて設定されるものとし、また、優先順位を設定しないプリミティブを優先度０と
する。ここで、集合演算において、優先度は次のような意味を持つものとする。

� 優先度の高い正のプリミティブから、優先順位の低い形状を引くことはできない。

� 優先度の高い負のプリミティブに、優先順位の低い形状を足すことはできない。

図 ����に例を示す。ここでは、軸形状 �5�－ 5�� の軸穴が塞がれないように、この部
分の優先順位を高くして集合演算を行なっている。この図において、プリミティブ ,�

の優先度が / のとき、,� . � のように書かれおり、優先度 / が大きいほど、優先順位
が高いものとする。したがって、プリミティブ ,�� ,� が優先順位が高く、,	� ,! は優
先順位が低い。また、集合演算の結果を )� として示している。このとき、,� から ,�
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図 ����. プリミティブの優先度を考慮した集合演算�
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を引いて生成された )� に ,	 を足す操作を考える。通常の集合演算では、,	 を足す
ことによって、軸穴を埋めてしまうが、この場合は ,	 の優先順位が低いので、穴を埋
めることができない。したがって、)� のように、穴が保存された形状が得られること
になる。さらに、,! を引く演算を考えてみると、,! は ,	 からは形状を差し引くこと
ができるが、優先度の高い ,� からは引けない。したがって、)	 のように、軸の部分
が保存された形状となる。

このように優先順位を反映させるためには、優先順位の低い順に集合演算の評価を行
なっていけばよい。併合・抽出操作に基づく集合演算では、適当な抽出操作を行なえ
ばプリミティブの任意の組み合わせで定義できる形状を得ることができるから、優先
順位の問題は優先順位を考慮した抽出操作を定義する問題に帰着させることができる。

そこで、プリミティブに優先順位が設定されているとき、優先順位を反映させた形状モ
デルを得るためのブール式を算出し、それに基づいて抽出操作を行なうことを考える。

集合演算の適用順序に応じて記述したブール式を Ｂ# とする。Ｂ# は、従来用いられ
てきた �*+ ツリーと同等なものである。このとき、優先順位を反映させた形状モデル
を得るためのブール式 Ｂ� を算出する。Ｂ# から、Ｂ� を算出する手順は以下の通りで
ある。

�� プリミティブのうちで優先度が / のもののみを取り出したブール式を Ｂ� とす
る。Ｂ� は、Ｂ# において優先度が /でないプリミティブをすべて ! とおき、次
の演算規則を用いて Ｂ# を変形する ことによって得られるものとする。

� ��! � ! � � � ��

� ��! � �� ! � � � ���

� ! 
� � � �
� ! � �

� ! 
� � � �
� ! � �

�� 優先度を反映させるためには、優先度の低いものを先に評価すればよいから、優
先度の最大値を �とするとき、優先順位を考慮した形状評価を行なうためのブー
ル式 ：

Ｂ� �Ｂ����Ｂ�

を算出する。

Ｂ� に基づいて抽出操作を行なえば、優先順位を反映させた集合演算を評価した結果
を得ることができる。このように優先順位が定義できると、設計において重要な部分
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の優先順位を高く設定することによって、設計意図を反映しやすい形状定義が可能に
なる。

UNION

negative primitives positive primitive

図 ����. 優先度の高い負の形状との和集合�

また、この方法を用いれば、負の立体も定義できる。たとえば、���� ように、穴のモ
デリングを先に行い、あとから実体部分の寸法を決めて足し合わせたとしても、穴の
優先度を実体部分より高めておけば穴は埋められることなく保存される。この手法を
用いれば、複数部品の設計において、他の部品との関係から実体であってはならない
部分をあらかじめ負の空間として表現しておくこともできる。

����� 局所集合演算

従来の集合演算では、演算は常に形状モデル全体に対してなされていた。しかし、併
合)抽出操作では、プリミティブの情報が保持されているので、形状モデルの特定の部
分のみに集合演算を適用することが可能である。

図 ��� の例で考えると、もしプリミティブ 0 を最後に引くと、軸に相当する � の部
分が分断されてしまう。しかし、もし、0 をプリミティブ � のみから引くことができ
れば図 ���� のような演算が可能となる。ここで、プリミティブ � に対してのみ影響
を与えるような集合演算を局所集合演算と呼び、�� のように書くものとする。
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図 ����. 局所集合演算�

局所集合演算もまた、抽出操作のためのブール式を制御することによって実現すること
ができる。いま、プリミティブ ����� からなるブール式を = ������� � � ����

とする。ここで、プリミティブ � のみに影響を与える局所集合演算は、

= ��������� 0 � = ����� �� ���� � ��� �0�� �� ��

を評価することによって得ることができる。このように、局所集合演算を用いること
により、集合演算の対象範囲を限定することができるので、プリミティブ間の不用意
な干渉を回避することができる。
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��� 非多様体形状位相を用いた形状特徴表現

本節では、第２節で述べたソリッドモデルの問題点において、形状特徴に関する問題
を非多様体位相構造を用いて解決する方法について述べる。

位相要素の集合による形状特徴表現

境界表現形状モデルにおいて形状特徴を表現する場合、部分形状を形状モデルの位相
要素の部分集合として表現する方法が一般に用いられてきた 9*�����:。本研究でも基
本的にはこの方法を用いる。

ここでは境界表現形状モデルの位相要素として 	�����
 ����
 ����
 	����� を考える。
すなわち、部分形状はこれらの位相要素の集合として表現される。形状特徴を表現す
るためには、部分形状として保持したい部分に相当する位相要素の集合が得られれば
よい。

ここでは、任意の位相要素の集合で表現される形状特徴を一般的に扱うために次のよ
うに書くものとする。

� 位相要素を -� として表す。

� 形状モデルを構成する位相要素の集合を �-�｜$ � "
 とし、これらによって構成
される形状モデルを ��"� とする。

� ��"� がユークリッド空間に占める点集合を  �"� とする。

２�多様体形状モデルの問題点

このとき、形状モデルの部分形状がどのように表現できるか考えてみると、部分形状
は、形状モデル � �"� を構成する位相要素の部分集合としてしか表現できないので、
表現できる部分形状 � は、

� �  �"�� �"� � "�

となるような位相要素の集合 "� が存在するものに限られる。

このことから、従来の境界表現のソリッドモデルによる形状特徴表現の問題点が明ら
かになる。従来のソリッドモデルでは、データ構造の制約から、全体形状の境界上に
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ある位相要素しか保持することができないので、表現できる形状特徴はその部分集合
で表現できるものに限られる。従って、 	�����
 ����
 ���� の集合である "� をどのよ
うに選んでも、体積特徴を表現することはできないし、また形状生成の途中で失われ
た位相要素は " に含まれないので形状特徴として保持できない。

そこで、本研究では、形状特徴の表現に適した位相構造を持つ境界表現形状モデル� �"�

を生成することによって、形状特徴を保持する方法について提案する。

����� 形状特徴表現のための位相構造

ここで、形状特徴の表現方法を説明するために形状特徴による設計 ���(&�/�'0���������

の例を考えてみる。形状特徴による設計では、形状特徴を組み合わせていくことによっ
て形状モデルを定義する。ここでは位相構造について説明するため、図 ��� に示すよ
うに、形状特徴Ａ
Ｂ
Ｃを定義していく過程を考える。

ここで問題となるのは、形状特徴Ａ
Ｂ
Ｃがそれぞれ部分形状��"��
 ��"��
� �"��

として表現できるような境界表現形状モデル ��"� にはどのような位相構造が必要か
ということである。図 ��� の併合形状モデルはそのための位相構造を示している。この
図で、�� は元の形状特徴Ａの ����、 ��� ��� �� はそれぞれ併合形状の ����
 ����
 	�����

を表している。いま、�� が形状特徴を埋め込んでいく過程でどのように分割されてい
くかを考えると、最初は併合形状モデルの �� のみに対応しているが、形状特徴 � を
埋め込んだ位相構造では面が分割され、���� ��
 が対応することになる。さらに、形状
特徴 � が埋め込まれた場合は、面が分割されないので、対応は元のままである。この
ような対応関係は、位相要素の分割が起こる度に関係を付け変えることで整合性が維
持できる。

����� 形状特徴の位相

形状特徴がユークリッド空間に占める点集合は位相要素の集合  �"�� として表現でき
る。 しかし、多くの応用分野では、点集合  �"�� が位相構造を持った方が都合がよ
い。たとえば、図 ���! のように円筒を形状特徴として扱うには、全体を一つの参照単
位とするよりもむしろ、円筒を構成する上面、下面、側面といった単位で扱いたい場
合が多い。

このような場合、形状モデルの ���� に対して直接に「円筒の上面」といった属性を付
ける方法が一般的であったが、この方法では ���� の分割や削除が行われた場合に部分
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図 ���!. 形状特徴の位相と併合形状の位相の関係�

形状に対する属性を管理するのが大変であるという問題がある。本手法では、属性を
「形状モデルの位相要素」ではなく、「形状特徴の位相要素」に持たせることによって
この問題を解決する。

形状特徴 � の占める点集合を「形状特徴の位相要素」の集合 �.$
 �@ � A �によって表
現することを考える。 たとえば、図 ���! では形状特徴Ａは、一つの 	�����、上面、
側面、下面の３つの ����、およびそれらの境界の ���� と 	����� によって構成される
と考えることができる。これらの位相要素も点集合であると考えると、適当な形状モ
デル ��"� を用意すれば、すべての @ � A に対して、

.$ � �-�
 �$ � "%$ � "%$ � "�

と表現することが可能である。 一般に、位相要素 .$ はモデリング空間に埋め込まれ
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ると、既存の位相要素との干渉などによって複数に分割されることになるので、.$ の
占める空間は、境界表現形状モデルの位相要素 -� の集合で表現される。 図 ���! �'�

は ���� に関して形状特徴の位相要素と形状モデルの位相要素との対応関係を示してい
る。形状特徴の位相要素 .$ が占める点集合は、形状モデルの位相要素 �-�
 がどのよ
うに分割されてもその部分集合として保持されることになるので、部分形状を安定し
て保持することが可能となる。

����� 複合形状特徴の表現

複合形状特徴とは、他の形状特徴の組み合わせによって記述されるものである。形状特
徴による設計では、必要なすべての形状特徴をあらかじめ用意することは困難なので、
既存の形状特徴を組み合わせて新たな形状特徴を定義することが必要であり、そのた
めの手段として複合形状特徴が用いられる。複合形状特徴を許すことによって、図 ����

に示すように盲穴と貫通穴を組み合わせて段付き穴を容易に定義できるようになる。

このような複合形状特徴は、形状特徴間の集合演算で記述することができる。図 ����

の例では、複合形状特徴は、������&�
 � �� ��
�� � ��
��というブール式によって、表
現・保持することができる。複合形状特徴を、既存の形状特徴間の集合演算で定義で
きる形状と考えるとき、製品の全体形状 ) も複合形状特徴と同様に表現ができる。図
����の場合では、全体形状が ) � �/	���� ��
��� ��
��または、) � �/	��������&�


と記述される。

複合形状特徴に相当する部分を併合形状モデルから抽出するためには、集合演算を評
価することが必要である。そのためには、抽出操作を用いて、形状特徴を埋め込んだ形
状モデル ��"�から位相要素を適当に選び出す。抽出操作については次節で詳述する。
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図 ����. 併合形状から抽出される形状特徴�
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��� 抽出操作の実現法

本節では、任意の非多様体形状モデルにおける抽出操作を考えるために、抽出操作を
数学的に定義し、それを実現する方法について論じる。

��!�� 位相要素の集合間の演算

集合演算として、和集合、差集合、および前に述べたような縮退を認める積集合（
�）
と認めない積集合 �
��の４通りのものを考える。

プリミティブに併合操作を施した場合、プリミティブは、併合形状の位相要素の部分
集合として表現される。従来の集合演算の定義では、8�>�&���の定義のように、プリ
ミティブを３次元ユークリッド空間における点集合として扱い、集合演算を「点集合
間の演算」としていた。しかし、ここでは、すべてのプリミティブは併合形状モデル
の位相要素の集合として表現されているので、集合演算を「位相要素の集合間の演算」
と考える。

そこで、本研究では、位相要素の集合間の演算として、集合演算を評価する方法につ
いて提案する。

��!�� 抽出操作の数学的記述

まず、抽出操作を数学的に定義するために、次のような記法を導入する。

� 位相要素を -� とするとき、位相要素の集合 �-�	$ � "
 で構成される併合形状
モデル # を ��"� とかく。

� ��"� においてプリミティブ Ａ と関係付けられている位相要素の集合を、
�-�	$ � "�
 とする。このことを、��"�� � �-�	$ � "�
とかくものとする。

� ��"� において、位相要素 -� の境界上にある位相要素の集合を B��-��、
また、�B��-�� � -�� を ?��-�� とかく。すなわち、位相要素 - が空間中に占め
る点集合の閉包を 9｜-｜: とかくとき、9｜-｜: �｜?��-��｜となる。また、位相要素
の集合Ａにおいて、

?����� �
�

����

?���-��
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B����� �
�

����

B���-��

と定義する。

� -� が ��"� に属するどの位相要素の境界上にもないとき、-� は境界位相要素で
はない、とよぶことにする。このとき、��"�� の位相要素のうち、境界位相要素
でないものの集合を �� または ���"��� とかく。すなわち、

�� � ��"��� B�����

以上の記法を用いて、位相要素に基づいた集合演算の定義を以下のように行なう。

����� � ?���
��"��� ��

��"����

����� � ?���
��"�������"����

��
� �� � ?���
��"��� ��

��"����

��
� �� � ��"�� ���"��

以上の定義によって集合演算を位相要素の集合間の演算に置き換えることができるの
で、任意のブール式で記述された形状モデルを併合形状から抽出することができる。

��!�� 抽出操作の例

ここで定義された集合演算に基づいた位相要素の抽出を図 ���� の形状を例にとって示
す。この図において、��� に示されたプリミティブを併合することによって、�'� の併
合モデルを生成し、さらに、抽出操作によって ��� に示した形状モデルを求めること
を考える。��� は併合形状モデルを中心軸を通る平面で切断した図であり、��� ��� ��� は
併合形状モデルの 	�����、また、Ａ
Ｂ
Ｃ
Ｄはプリミティブが埋め込まれた部分を
示している。

形状モデルＲは、集合演算

) � � �0 � ���

によって定義されているものとする。集合演算の定義により、演算 ��� では、��
 ��


��
 0� を考えればよい。ここでは、プリミティブを構成する 	�����
 ����
 ���� はす
べて 	�����の境界となっているので、境界位相要素でない位相要素は 	�����のみで
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AB

D C
V1 V2

V3 V4 V5

V6 V7 V8

(a) primitives

A

B

C

D

(b) merged model  (c) resultant model  

M R

(d) volumes in the merged model M  

図 ����. 抽出操作の例
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ある。したがって、プリミティブＡの位相要素で境界位相要素でないものを �� のよう
にかくとき、

�� � ���� ��� �!� � � �'� �(


�� � ���� � � �(


�� � ��	� �!� � � �"� �'� �(


0� � ��	� �!� � 


となる。形状モデルＲを構成する位相要素は定義により、

) � ?����� �0�� � �������

となる。ここで、この式に上で求めた集合を代入すると、

���� �0�� � ������

� ����	� �!� � � �"� �'� �(
 � ��	� �!� � 
� � �
�����

� ���"� �'� �(
 � ���� ��� �!� � � �'� �(
� ���

� ���� ��� �!� � � �"� �'� �(
 � ���� � � �(


� ���� �!� �"� �'


となるので、) � ?����� �!� �"� �'
�となる。したがって、	�����の集合 ���� �!� �"� �'


とそれらの境界位相要素を加えたものが、集合演算の結果Ｒとなることがわかる。こ
れは、図 ������� の斜線で示した部分に相当し、��� の形状モデルと一致する。

本定義に基づいて形状の評価を行うことにより、任意の非多様体形状モデル間の集合
演算の評価形状を抽出することができる。図 ���� は、一つの併合形状モデルから、３
通りのブール式で表現された形状を抽出した例である。
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図 ����. 併合形状から抽出された形状�
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��	 併合操作の実現法

本節では、併合形状を非多様体形状モデルで実現するためのアルゴリズムについて論
じる。

��"�� 全体構成

従来のソリッドモデル間の集合演算に関しては非常に多くの研究がなされいるが、9%��&���

$&��	��!
 ��&0�?������
 8�>�&�����
 ��&0�?�����
 #�/�0����
 <�(���/��
 5������


#�/�0����
 A�J��/� :、基本的には、干渉線の生成、不要な位相要素の除去、二つの
ソリッドの併合、という手順で集合演算操作が実現される。ここで述べる併合操作に
おいては、プリミティブ間の干渉計算を行ない、モデルの位相構造を変更するという
点では従来の手順と同じであるが、不要な位相要素の除去は行なわず、また、ソリッド
以外の形状でも併合操作が適用可能なようなアルゴリズムとなっている。

併合操作の手順

図 ���� は、併合操作の大まかな手順を示している。左に示した図は形状モデルの位相
変形の手順について、また右に示したものはプリミティブとの対応関係の記述につい
て示している。

図 ���� ��� は、対象となる二つのプリミティブＡ、Ｂを示している。まず、これらの
間の干渉を計算することにより、図 ���� �'� に示すような干渉点、干渉線を生成する。
さらに、��� に示したように、一致する 	�����
 ����
 ���� を併合して、一つの形状モ
デルにする。最後に、���� に囲まれる閉空間を検出し、	����� の再構成を行なう。

図 ���� の右に示したのは、併合形状の位相要素と、プリミティブの位相要素との関係
を維持するための処理である。位相要素が分割されたときは、プリミティブとの関係
を分割された個々の位相要素に分配し �図 �����'��、また二つのプリミティブの併合に
おいて、対応する位相要素が併合されたときは、プリミティブとの対応関係も併合す
る �図 ��������。
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図 ����. 併合操作の手順
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��"�� 処理の手順

具体的なアルゴリズムについては、以下に述べる通りである。

�
 干渉線�干渉点の計算

このプロセスは、干渉する可能性のある位相要素を選びだすラフチェックと、それらの
干渉を計算する干渉計算の二つから成る。ラフチェックでは、非多様体位相構造を利用
した階層的ラフチェックが有効である。干渉計算については、孤立 ���� や孤立 	�����

が存在しうるために、干渉計算の分類が多くなることを除けば、ソリッドモデリング
で用いられてきた方法がそのまま適用できる。

�
� 階層的ラフチェックによる処理の高速化

位相要素間の干渉計算は比較的時間がかかる処理なので、ラフチェックによって干渉す
る可能性のある位相要素を絞り込むのが一般的である。ラフチェックの方法としては、
位相要素を含んだ直方体や球を求め、それらの間で干渉が生じる場合にのみ位相要素
間の干渉計算を行なうという方法が取られる。位相要素を囲む直方体や球は比較的軽
い計算で求まるので、ラフチェックによって計算時間の短縮をはかることができる。

しかしながら、干渉計算の効率を向上させるためには、これだけでは必ずしも十分では
ない。なぜならば、ラフチェックの回数が膨大になると、計算時間の大半をラフチェッ
クに要する時間が占めてしまうことも少なくないからである。特に、���� の個数が多
く、かつ、干渉する位相要素が少ない形状モデルにおいては、ラフチェックに要する時
間が最も多くなる。

図 ����は、 ���� の個数が多くなるときに、集合演算における計算時間においてどのよ
うな処理が最も重いかを調べる実験を行なったものである。この図において、プリミ
ティブＡは円筒部を１６角形で近似しており、計５７枚の ���� から成っている。形状
モデルＢは、プリミティブＡを多数個足し合わせて生成したものである。ここで、プリ
ミティブＡと形状モデルＢを足し合わせるのに要する時間を測定する。このとき、形
状モデルＢの面の数に応じて、集合演算一回あたりの計算時間がどのようになるかを
グラフで示す。図 ���� のグラフで横軸は形状モデルＢの面の個数、縦軸はＣＰＵタイ
ムである。さらに、このグラフに、プリミティブＡと形状モデルＢとのラフチェックの
みの計算時間も示した。ラフチェックとしては、���� を囲む直方体同士で交わりがあ
るかを調べた。これによって、集合演算の計算時間のうち、ラフチェックに要する時間
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図 ����. プリミティブＡと、Ａを１００個併合した形状モデルＢ
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図 ����. 集合演算とラフチェックの計算時間

がどの程度なのかがわかる。このグラフから、この例題においては、ラフチェックが集
合演算の全体の計算時間の相当部分を占めていることがわかる。この例題では、１０
０個のプリミティブＡを足し合わせた形状モデルＢに１０１個目を足す際、�５７�１
００��５７ �３２４�９００ 回のラフチェックが必要であり、この負荷が非常に大き
なものとなっている。したがって、大規模な形状モデルの集合演算において計算時間
を短縮しようとする場合、ラフチェックの回数をいかに減らすかが重要である。

この問題を解決するために、階層的ラフチェックを行なうことによって、ラフチェック
の回数を低減させる手法を示す。手順を以下に示す。

�� まず、集合演算の対象となる形状モデル Ａ
Ｂから、	�����
 孤立 ���� �	�����

の境界でない �����
孤立 ���� � 	�����
 ���� のいずれの境界でもない ���� �
 孤
立 	����� � 	�����
 ���� のいずれの境界でもない ���� � を取りだし、それらを
それぞれ �/�

 ���
 とする。

�� すべての �/�� ��� の組み合わせについて干渉の有無をラフチェックを行なって調
べる。

�� ラフチェックではじけない場合、もし、/� が 	�����である場合には、	�����の
境界上の位相要素のうち、 ����
 ���� の境界でない ����
 ���� や ���� の境界で
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図 ����. 階層的ラフチェックを用いた集合演算の計算時間

ない 	����� を求め、これらと �� との間でさらにラフチェックを行なう。�� が
	����� である場合も同様。

�� 最終的には、ラフチェックではじけない位相要素の組み合わせとして、�����
�����

�����
 孤立 �����
 �����
 孤立 	������
 �孤立 ����
 孤立 �����
 �孤立 ����
 孤立
	������
 �孤立 	�����
孤立 	������ が残る

以上のラフチェックを行なうことによって、干渉する部分が全体にくらべて少ない例
題において、ラフチェックに要する時間を大きく低減させることができる。図 ���� で、
１００個のプリミティブＡを足し合わせた形状モデルＢに１０１個目を足す例で考え
ると、１００回の � 	�����
	����� � のラフチェックで２個の 	����� に絞ることがで
き、さらに 	����� を ���� の集合に分解し、６４９８回の �����
����� のラフチェック
を行なえば干渉し得る ���� の組み合わせを１６組に絞り込むことができる。この結果、
�����
����� のみでラフチェックを行なった場合に比べて、ラフチェックの回数を４９分
の１に減らすことができる。

図 ����のグラフは、階層的ラフチェックを用いた場合の集合演算の計算時間を �����
�����

のラフチェックのみを用いた場合と比較したものである。また、細線で示したのは、階
層的ラフチェックを用いなかった場合に、ラフチェックのみに要する時間である。この
グラフより、本例題においては、階層的ラフチェックを用いた場合、従来のラフチェッ



��� ������� �� 併合!抽出操作に基づく集合演算と形状特徴表現への応用

クによる集合演算に比べて、約３５％の計算時間で処理が済んでいることがわかる。

このラフチェックは、	�����が近接する ���� をまとめる役割を果たしていることを利
用したものであり、非多様体形状モデルの特徴を生かしたものである。この手法は全
体に比べて干渉する部分が少ないときに有効なものとなる。機械製品のモデリングに
おいてはプリミティブが全体にまたがるようなことはそれほど多くないので、この方
法は多くの場合有効であると思われる。

�
� 干渉計算

ラフチェックで残った位相要素の組に対して、干渉点、干渉線を求める。これに関し
ては、ソリッドモデルにおいて用いられてきた方法 9=�'�0�(�&��:と同等の手法を用い
る。ただし、非多様体形状モデルでは、ワイヤエッジや孤立点も存在するため、これら
に対する処理を付加する必要がある。以下に処理の手順を示す。なお、ここでは ����

の方程式を ����
 ���� の方程式を 1&�� と呼んでいる。計算された交線、交点がプリミ
ティブのどの位相要素上に乗っているか、または一致しているかは後の計算のために
保持しておく。

�� ������
������ に関して、それぞれの面の方程式として、�����
 ����� を得る。こ
こで、����� と ����� が一致していないとき

��� ����� と ����� との交線 1&���� を求める。

�'� 1&���� と ����� の境界位相要素との交線、交点を求める。交線は ����� の
境界 ���� が 1&���� 上に乗っているときに生じる。1&���� と ����� との間
でも同様の計算を行なう。

��� 交点、交線を 1&���� 上でソートする。

��� 隣合う交点を結ぶ線分が �����
 ����� の両方に乗っていれば、その線分は
�����
 ����� の交線となる。���� に乗っているかを判断する方法としては、
三重積を取る方法や線分の中点が ���� 上に乗っているかを調べる方法が知
られている 9=�'�0�(�&��: 。

�� �����
 �����の方程式が一致するときは、�����のそれぞれの境界位相要素と �����

の交線、交点を求める。����� の境界位相要素が ���� のときは、その ���� の
1&�� を考えることで、１ で述べた方法に帰着させる。孤立 	�����のときは、そ
の 	����� が ����� に乗っているかを調べ、もし乗っていれば 	����� の座標が交
点となる。����� の境界位相要素についても同様に ����� との交わりを調べる。
���� の一致する ���� については、������
 ������ のペアとして保持しておく。
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�� �孤立 ����
 ����� との間で干渉計算では、���� の 1&�� を考えることで、１に帰
着する。

�� �����
 孤立 	������においては、	�����が ����上に乗っていれば交点となる。�孤
立 ����
 孤立 	������
 �孤立 	������
 孤立 	������� でも同様。

�� �孤立 �����
 孤立 ������ では、それぞれの方程式 1&���
 1&��� の交点が �����


����� の両方に乗っていれば、その交点は ������
������ の交点である。

8
 干渉位相要素の生成

この操作では、計算された干渉点と干渉線を形状モデルＡ、Ｂのそれぞれに干渉 	�����


干渉 ���� として生成する。

図 ���� �'� は、それぞれに干渉位相要素を生成したものである。この操作は、本論
文で述べたオイラー操作において、(,�&� ���� ����� の分割�、 (,�&� ���� ����� の分
割�、��?� ���� 	����� ����� 中に (���� ���� を伸ばす�、��?� 	����� �&/� ����� 中に
孤立点を生成する�、��?� ���� ?&�� �&/� ����� の 異なる ���, 間に ���� を生成する�、
��?� ���� ?&�� 
��	&�0 �	�����の異なる (���� 間に ���� を生成する� を用いることに
よって実現できる。

ここで、���� や ���� が分割されるときは、プリミティブと位相要素との対応関係が変
更される。プリミティブＢの �� について考えると、干渉 ���� を生成することにより、
図 ���� �'� の右の図に示したように３つの ���� に分割される。このときは、元々のプ
リミティブＢの面 �� が分割された３つの ���� に対応するように、対応関係を付け変
える。同様の処理はすべての分割された位相要素に対して行なわれる。

また、干渉点、干渉線を計算した際に、プリミティブＡ
Ｂのどの 	�����と ���� が一
致しているかは既に求まっている。そこで、それらについて一致するペアを保持して
おく。これは、後にこれらを併合するときに利用するためである。また、干渉位相要
素を生成するときには、図 ���� で説明したように、プリミティブＡ
Ｂの干渉位相要
素リストとして保持する。

�
 一致する位相要素の併合

次に形状モデルＡ
Ｂを併合して一つの形状モデルにする。そのために、形状モデルＡ


Ｂで、対応する 	�����
 ����
 ����を併合する。一致する位相要素のペアの併合処理は、
����
 	�����
 ���� の順で行なう。
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併合処理の手順は以下の通りである。

� 一致する �	������
	������� のペアの併合を行なう。

� ���� は ������� の集まりとなっているので、���� の併合は、������� の集合を
足し合わせればよい。ただし、������� の併合のときは、���� 廻りの ���� の順
序関係であるラジアルサイクルを管理する必要があるため、������� の併合後に
���� の廻りの ���� の順序を求め直し、ラジアルポインタを付け変えることが必
要である。

� 面の方程式の一致する ������
������ のペアにおいて、

�� �����
 ����� の境界位相要素を順次比較していき、�����
 �����が一致するか
どうかを調べる。

�� 一致するときは、併合形状とプリミティブとの関係を更新する。たとえば、
併合形状モデルの �����
 ����� がそれぞれ、プリミティブの面 ��
 �� と、
����� � ��
 ����� � �� のように関係が付けられていた場合、����� の関係
を ����� を併合し、����� � ���� ��
 という関係に更新する。

�� ����� と ����� の一方を消去する。

�
 ������ の再構成

二つの形状モデルを併合することによって、元々あった 	�����は分割される。図 ����

��� では、プリミティブの併合によって、���� に囲まれる閉空間が４個生成される。そ
こで、	����� を求め直し、データ構造を変更する必要がある。また、孤立 	�����
 孤
立 ���� が 	����� の内部にあるかを調べる必要がある。

処理の手順は以下の通りである。

�� 併合形状モデルにおいて、���� に囲まれた閉空間を、ラジアルポインタを辿るこ
とによって求める。

�� 得られた閉空間に位相要素 	�����を定義する。この際、生成される 	�����は、
プリミティブの 	����� を分割したものとなっているので、図 ���� ��� の右の図
で示したように、プリミティブの 	����� との関係を付け直す。

�� 	����� 間の包含関係を調べ、	����� の空洞が生成されるかどうかを調べる。
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�� 併合された形状モデルにおいて、孤立 ����
 孤立 	����� は 	�����の内部に含ま
れいる可能性がある。そこで、これらが生成された 	����� の内部にあるかどう
かを調べ、もし内部ならば 	����� の境界となるようにデータ構造を変更する。

例題

ここで述べているプリミティブは一般の非多様体形状モデルでよいので、以上の ���

の処理を施すことによって、任意の非多様体形状モデルの併合形状を生成することが
できる。ここで述べた処理は実装されており、その処理のいくつかの例を図 ���� に示
す。この例題は、サーフェス、ソリッドにおける併合操作である。

��� は、１０個の平面モデルを併合して生成された形状モデルである。

�'� は １２個のプリミティブを併合して生成した形状モデルである。プリミティブ間
の干渉によって 	����� が分割されており、２２個の 	����� を含んでいる。
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10 plane models a merged model

(a) merging surface models.

(b) merging solid models.

  a merged model of 12 solid primitives

図 ����. 非多様体形状モデルの併合�
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���
 簡略化操作の実現法

これまで、併合形状モデルを保持する方法について論じてきた。しかしながら、この
ような位相構造が常に必要となるとは限らない。たとえば、形状特徴の表現や試行錯
誤的な形状生成の必要がないときは、この表現はデータ量の点からみて無駄である。

また、集合演算によっては、併合操作が非効率になることがある。図 ��� は、そのよ
うな典型的な例を示している。この例題では、ｎ個の立方体を ９０5ｎ 度ずつ回転さ
せて足し合わせた形状を示している。このような場合、互いに干渉する部分が指数的
に増えていき、評価形状に現れない位相要素が非常に多くなる。このような場合に置
いては、部分的に評価形状に現れない位相要素を除去して処理を軽くすることが望ま
しい。

そこで、本節では、評価形状に現れない補助的な位相要素を除去する方法について論
じる。この操作を簡略化操作と呼ぶ。

���#�� 不要な位相要素の除去

併合操作では評価された形状には現れない位相要素も保持している。しかし、併合操
作による付加的な位相要素は消去することもでき、形状特徴の表現や試行錯誤的な形
状生成の必要がないときは除去してもよい。ここでは、評価形状の境界位相要素のみ
を残し、それ以外を消去する操作について述べる。

簡略化操作では、評価形状の境界位相要素以外の位相要素を消去し、また、併合操作
の過程で分割された ���� や ���� を併合することによって実現される。この操作の手
順は以下の通りである。

�� 抽出操作で選ばれなかった位相要素を、	�����
 ����
 ����
 	����� の順で、オイ
ラー操作によって消去していく。

�� 併合操作の過程で分割された 	����� を併合する。そのために、���� の両側が
	����� に隣接する ���� を除去する。

�� 	����� 中に孤立 ����
 孤立 	����� があれば消去する。

�� 併合操作の過程で分割された ����を併合する。そのために、����が同一の方程式
を持つ二つの ���� の境界のとき、それらの ���� が併合できるならば、その ����



��� ������� �� 併合!抽出操作に基づく集合演算と形状特徴表現への応用

図 ��� . 併合操作が不利な例題： ２�個の立方体の和集合�
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を消去することにより併合する。また、���� 中の (���� ���� や孤立 	����� が他
の ���� や ���� の境界でないならばそれらを消去する。

�� 併合操作の過程で分割された ���� を併合する。そのために、	����� が二つの
���� に共有され、それらの ���� が同一の方程式を持つならば、	����� を消去
する。

�� 抽出操作と部分形状が関連付けられている場合は、関連付けのためのデータを破
棄する。

���#�� 例題

図 ���! に、併合形状モデルに簡略化操作を施した例を示す。この例では、２７個の
	�����から構成されていた併合形状モデルが２�多様体形状モデルに簡略化される。そ
れにより、プリミティブの情報が破棄され、形状モデルのデータ量は約半分になる。ま
た、�56 $&�� は、7%# 8*�!!!)��! を用いて !�!� 秒であり、簡略化操作が非常に軽
い操作であることがわかる。

次に、図 ��� の場合について考える。この例題では、併合操作＋抽出操作で集合演算
を行った場合と、併合操作＋抽出操作＋簡略化操作で集合演算を行った場合とを比較
してみる。その結果は、表 ��� に示す通りである。この図では、足し合わせる立方体
の個数に応じて、面の個数と処理時間がどのように変わるかを示している。この結果
からわかるように、干渉線が指数的に増加するような例題においては、併合操作に要
する処理時間が著しく増大する。そのような場合には簡略化操作を施すことが必要と
なる。

簡略化操作なし 簡略化操作あり
立方体の個数 面の個数 計算時間 面の個数 計算時間

� �� !�!� ( �� !�!� (

� ��! !��� ( �� !��� (

�  �! ���� ( �� !��! (

�� � !� ����� ( ��! !��� (

表 ���. 集合演算の計算時間 �7%# 8*)�!!!� �!��

併合操作／抽出操作の直後に簡略化操作を行なうと、付加的な位相要素を保持しない
従来の集合演算と同等な位相構造を得ることができる。このように、必ずしも部分形
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27 volumes

0.07 sec

(48%Reduction)

1 volume

図 ���!. 簡略化操作の例�
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状を保持する必要がないときは、併合操作、抽出操作、簡略化操作を組み合わせた集
合演算が有利である。

最後に、実際の製品の形状モデルにおいて、併合操作、抽出操作、簡略化操作を施し
た場合の処理時間を図 ���� に示す。ここでは、形状モデルを併合操作によって生成し、
形状が確定した後で簡略化操作を施してデータ量を軽減させている。
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図 ����. 併合操作、抽出操作、簡略化操作の処理時間 �7%# 8*)�!!!� �!��



����� まとめ ���

���� まとめ

本章では、非多様体形状モデルのための集合演算として、併合操作と抽出操作に基づ
いた集合演算を提案し、その実装法を示した。そして、従来の３次元形状モデルで解
決が困難であった、試行錯誤的な形状変形操作と、形状特徴表現のための部分形状の
保持の二点について論じ、非多様体位相構造を用いた解決法を示した。

要点は以下の通りである。

� 集合演算を演算順序に依存しない併合操作と、演算順序に依存する抽出操作の二
つを組み合わせて実現する手段を示した。また、簡略化操作を組み合わせること
で必要最小限の位相要素からなる位相構造が得られることを示した。

� 集合演算の適用された任意のプリミティブを、集合演算順序によらず、高速に修
正する方法を示した。任意のプリミティブに関して、取消操作では局所操作のみ、
修正操作では唯一度の集合演算の実行のみで形状モデルの修正ができるアルゴリ
ズムを明らかにし、大規模な形状モデルでも短時間で形状の修正が行えることを
示した。

� 集合演算の柔軟性を増すために、プリミティブに優先順位を設定し、優先順位を
反映した評価形状を得る方法を示した。

� 非多様体位相構造を用いた形状特徴表現法について提案した。本表現により、線
特徴、面特徴、体積特徴など様々な形状特徴が表現でき、また最終的に形状モデ
ルの境界位相要素として残らない場合や、形状特徴間に干渉が生じた場合でも、
整合性を失わず、形状特徴として保持できることを示した。

� 非多様体形状モデルにおける併合操作の実装法を示した。

� 抽出操作のための演算規則を定義し、併合形状モデルから、任意のプリミティブ
の和、差、積の組み合わせでできる形状を、位相要素の集合として取り出す方法
を定式化した。

� 併合形状から付加的な位相要素の除去ができる簡略化操作の実装法を示した。
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非多様体形状モデルを利用した三面図か
らのソリッドモデル合成法

本章では、三面図からソリッドモデルを合成する問題において、非多様体形状モデル
が有効に利用できることを示す。

三面図からソリッドモデルを作成する問題においては、処理の過程でワイヤフレーム、
サーフェス、ソリッドが現れるため、これらを別々のデータ構造で表現した場合、三
面図との対応の管理などの処理が複雑になるという問題点があった。また、一般に三
面図は立体形状の表現としては曖昧であるが、多数のソリッド解の生成には計算時間
を要するという問題がある。さらに、現実の三面図においては誤りが含まれることが
多く、そのような図面に対しては従来の手法では対応できていなかった。

この問題に非多様体形状モデルを用いた場合、処理の過程で現れるすべての幾何形状
が統一的なデータ構造で表現可能となるため、ソリッド合成に必要な３次元形状処理
が単純化できる。さらに、中間形状に非多様体データ構造で表現されたセル分割モデ
ルを用いることにより、すべての解候補を単一の形状モデルによって保持することが
可能になる。そのため、従来の手法に比べて非常に処理効率のよいソリッド合成シス
テムが実現できる。また、本手法は、従来の手法では対応できなかった三面図に誤り
が含まれる場合のソリッド合成にも拡張することができる。

���
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��� 三面図からのソリッド合成

本節では、三面図からソリッドモデルを生成することの意義について述べる。

三面図からのソリッド合成の利点

機械製品の設計や生産においては、３次元形状モデルが有効であることは広く認識さ
れている。特に、計算機を用いたシミュレーションや解析においては多くの場合、３
次元形状モデルが不可欠である。

しかしながら、現状では、実際の設計において３次元形状モデルが利用されている場
は限られている。特に日本の設計の現場においては２次元図面を利用している場合が
多い。このような現状の理由としては、３次元形状モデラに意図した通りの形状を入
力するのが大変であること、２次元ＣＡＤの方が安価であること、既存の２次元図面
による製品データの蓄積が膨大であること、また、設計現場での３次元形状モデルの
利用に対する抵抗感などを挙げることができる。

このような観点から考えると、２次元図面から３次元形状モデルを作成できれば非常
に有用であると思われる。それにより、既存の図面データをソリッド化して解析等を行
なったり、ソリッドモデル生成のための補助的手段として利用することができる。また、
２次元ＣＡＤから３次元ＣＡＤへ移行するための過渡的な手段としても期待できる。

本章では、２次元図面のうち、特に三面図について考える。三面図は、互いに垂直な三
方向からの投影図によって立体を記述したもので、一般的に広く用いられている。三面
図からソリッドモデルを生成する研究はこれまでもなされてきたが、当初は図面デー
タの精度がソリッドモデルと比較して著しく悪いという本質的な問題があった。しか
し最近では、２次元ＣＡＤを用いて精度のよい三面図が作成されるようになってきて
おり、特に、三面図作成をサポートする２次元ＣＡＤを用いた場合には、線分の端点
が微妙に離れていたり、線分の対応がずれているという問題はほとんど生じなくなっ
ている。そのため、図面データを元にソリッドモデルを生成することが可能な状況に
なってきている。
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��� 従来のソリッド合成の研究

本節では、これまでなされてきた三面図からのソリッド合成問題の研究について概観
する。

２次元図面からソリッドモデルを生成する問題に対しては様々な研究がなされており、
その代表的なものとして、この問題を面の組み合わせ問題として捉えた 出沢の方法と
基本立体の組み合わせ問題として捉えた 2�(��0 の方法の二つのアプローチがある。

出沢 の方法

出沢 は、三面図から３次元の頂点、稜線、面を順次生成し、立体としての条件を満た
すような面の組み合わせを求める方法を提案した 97��(�1���
 7��(�1���:。この方法の
特徴は、頂点、稜線、面生成の各段階で生成される立体になり得ない位相要素（虚図
形）を、適当なルール群を設定することによって除去していることである。図 ��� ���

は、虚図形を含んだ形状で、�'� は、虚図形を排除した形状である。この方法は、ソ
リッドモデルを面の組み合わせ問題に帰着させて求めているので、組み合わせが多く
なり探索領域が大きくなる。そのため、推論に負担がかかり、また正しい立体になる
ための条件と立体が三面図に一致するための条件をすべてルールとして記述して解か
なければならないので処理が重くなるという問題がある。

出沢 の方法を拡張したものとして、高橋や西田らの研究がある。これらの研究では、
虚図形を除去し、ソリッドを構成する面を探索するためのルール群について提案して
おり、複数のソリッド解を常識的な判断で絞り込むためのルール 9$�?���(�& �:や、常
識的な知識を用いて探索領域を絞り込むためのルール 9"&(�&�� �: を示している。

7�&��' の方法

2�(��0 らはソリッド生成問題を、面の探索ではなく、基本立体の組み合わせ問題に帰
着させる方法を提案した 92�(��0��:。図 ���にこの方法を示す。この方法では、三面図
から作成されたワイヤフレームモデル �図 ������� に面を生成したのち、面によって囲
まれる最小の閉領域を基本立体として表現した（図 ����'�）。そして基本立体を適当に
組み合わせた和集合として求まる立体形状のうち、投影図が三面図に該当するものを
解ソリッドとした。図 ������ は解ソリッドの一部である。

この方法では、基本立体を生成した時点で正しい立体となるための条件は満たしてい
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(a) (b)

図 ���. 出沢 のソリッド合成法 97��(�1���:� 虚図形を含んだ形状 ��� と虚図形を除去
した形状 �'�

るので、出沢の方法のように解探索に立体の条件を記述した多数のルールを適用する
必要がなく、探索が単純になるという利点がある。しかしこの場合でも、�個の基本立
体の組合せで生成可能な解候補の個数は ２� 個となるため、基本立体の組に集合演算
を施して候補ソリッドを生成するための処理に非常に時間がかかる。この問題は本質
的に "5 完全問題なので、三面図に該当するソリッドを求めるには効率的な解探索が
不可欠であるが、 92�(��0��: ではそのような解の探索手法については論じていない。
また、多数のソリッドモデルを解として保持する際にはデータ量が多くなるという問
題もある。

なお、2�(��0 は多面体の場合のみについて示したが、*�?���& は三面図には現れない
２次曲面のシルエット稜線 �(&�������� ����� や接稜線 ���/��/�0 ����� を扱う方法を
示し、対象を２次曲面にまで拡張した 9*�?���&��: 。また、+� ら は、２次曲面間の干
渉で生じる空間曲線を含む立体の三面図に対応する方法を示した 9+���: 。
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その他の手法

また、原田らは二面図に基づき、あらかじめ登録された頂点のパターンを利用して、立
体の稜線を算出する方法を示した 9A�������: 。しかし、多面体のみを扱っているおり、
さらに登録されていないパターンには対応できないため、生成できるソリッドモデル
が限定されているという問題がある。-������� は、図面に現れる線分などのパターン
を解釈するためのヒューリスティックな手法を提案した 9-���������: 。しかし、この方
法においてもすべての解釈法をあらかじめ用意できないために、適用範囲が比較的単
純な図面に限定されるという問題点がある。

また、三面図との対応は扱っていないが、ワイヤフレームからソリッドモデルを生成
する研究も多くなされている 9=���� 
 -���1�� �
 �������:。
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(b) primitives (c) solutions

(a) wireframe model

図 ���. 2�(��0 のソリッド合成法 92�(��0��:
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��� 従来の手法の問題点

これまで提案されてきた三面図からソリッドモデルを作成する手法では、処理効率に
問題があったり、対象とする図面に制約があったり、また誤りや省略のない完全な三面
図しか扱えないといった問題があり、実用的には十分なものではなかった。

既存の方法の問題点は以下のようにまとめることができる。

�� 三面図からソリッドモデルを作成する問題においては、三面図からワイヤフレー
ムモデルを作成した後に面を生成し、三面図を満たすソリッドに相当する面の集
合を算出する必要がある。そのため、処理の過程で、ワイヤフレーム、サーフェ
ス、ソリッド表現が必要となるが、それらを独立に表現した場合、個々の形状モ
デル間の位相的な関係や、三面図との対応が記述されていなければならないので、
データの管理が非常に複雑になる。

�� 三面図はソリッドモデルに比べて曖昧であり、三面図が複数のソリッドに対応す
ることがある。三面図を幾何的に解釈していった場合、しばしば非常に多くのソ
リッドモデルが生成されるが、その場合、すべてのソリッド解の生成に時間がか
かり、保持すべきデータが大きくなる。

�� ソリッド解の探索問題は本質的に "5 完全である。そのため、問題の性質を十
分に生かした推論を行なわないとソリッド解の探索に非常に多くの計算時間を要
する。この問題を立体を構成する面の探索問題として捉えた 97��(�1���: のよう
な方法の場合、矛盾のないソリッドとなるための幾何的拘束条件と、ソリッドの
投影図が与えられた三面図に一致する条件の両方を満たす面の組み合わせを求め
るために、多くのルールを用いた複雑な探索が必要で、処理が重くなる。また、
92�(��0��:のように基本立体の探索問題として捉えた研究もあるが、有効な解探
索方法については示していない。

�� 従来の手法では、誤りがなく、かくれ線がもれなく描かれた完全な三面図が必要
で、かくれ線の一部が省略されたり図面に誤りのある場合はソリッドモデルの合
成を行なうことができなかった。しかし、現実の三面図はほとんどの場合かくれ
線の省略や多少の誤りを含んでおり、完全な三面図はあまり多くないのが実情で
ある。そのため、既存の方法では現実の三面図にはあまり対応できない。

そこで本章では、このような問題に対処するために、非多様体形状モデルを用いた新
しいソリッド合成法を考える。
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��� 本研究の方針

本研究では、非多様体形状モデルと-$#* �-((��,�&�/�'�(�� $���� #�&/��/�/�� *0(�

���� に基づく推論方法を組み合わせることで前節の問題を解決することを考える。

以下に前節の各問題に対応させて、問題解決のための基本方針について説明する。

�� 三面図からのソリッド合成問題においては、中間形状としてワイヤフレーム、サー
フェスモデルが現れ、本手法ではさらに２で述べるようにセル分割モデルが現れ
る。このように様々な表現が現れる問題においては、非多様体形状モデルが非常
に有効であると考えられる。

本手法では、非多様体形状モデルを用いて統一的な位相表現をしているので、個々
の表現間の対応関係を保持する手間は必要なく、従来の方法に比べて処理を単純
化することができる。

�� 2�(��0 の方法では、ソリッド解の算出を基本立体の組み合わせ問題に帰着させ
たが、この方法ではソリッド生成のための集合演算の負荷が重く、また多数のソ
リッド解の保持に多大なデータ量を必要とした。

本手法では、基本立体ではなく、複数の 	����� を持ったセル分割モデルを用い
ることにより、探索空間のすべてのソリッド候補を単一の形状モデルで表現する。
前章で説明した抽出操作を用いれば、セル分割モデルの位相要素の部分集合とし
てソリッドモデルが簡単に作成できるので、2�(��0 の方法のように基本立体の
組み合わせを評価する手間は必要ない。そのため形状処理が効率良く行なえ、複
数のソリッドモデルの解を別々に保持する必要もなくなる。

�� 本手法では、ソリッド解探索をセルの組み合わせ問題に帰着させることができる。
セルの組み合わせは、セル構造モデルと三面図との間に成立する拘束式を解くこ
とにより算出する。

拘束式を解く手段に -$#* を利用することにより、複数解を比較的短時間で求
めることができる。-$#*は、仮説を与え、ある命題を成立させるための仮説の
集合を管理するシステムであるが、セルの存在を仮説、 三面図の線分とセル分
割モデルの稜線をノードとすることによって -$#*が適用でき、三面図に該当
するセルの組合せを探索することができる。一般に -$#* の応用では比較的探
索時間がかかる傾向があるが、本問題では、探索時間がかかる大きな原因である
/����� 環境の個数がそれほど多くないという特徴があるので探索領域を限定で
き、-$#* にとって有利となっている。
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�� 三面図に誤りがあり、本来あってはならない線分が含まれているときは、ソリッ
ド解を算出することができない。このような場合、推論システムに与える条件を
緩め、三面図の一部を満たすような解を探索することで、ソリッド候補を算出す
ることができる。

また、足りない線分や省略された隠れ線がある場合は、図面と３次元モデルとの
間の不整合が検出できるので、その不整合を解消できるような線分を「あっても
なくてもよい」という属性を付けて仮想的に三面図に追加した上でソリッド解探
索を行なう。ただし、どのような線分を追加するかには任意性があり、一意に決
めることはできない。そこで、本手法においては、足りない線分は主軸に平行で
あるという制約のもとで誤り修正を行う。

本手法の制限

本手法は、三面図が直線と円弧で構成され、かつ、ソリッドモデルが平面、円筒面、円
錐面、球面、トーラス面の５種類の曲面で構成されるという条件のもとで考える。ま
た、各曲面の軸は、主軸に平行であるとする。さらに、すべての稜線は平面曲線とし、
曲面が干渉してできる空間曲線は存在しないものとする。（なお、楕円を含めた場合の
処理方法は既に知られており 9+���:、本手法を楕円を含む場合に拡張することは比較
的容易である）

また、一般にソリッドモデルは二面図だけからでも合成できる 92�(��0��:。ただし、二
面図の場合には、省略された投影図には円筒と円錐を投影して現れる円弧は存在しな
いものとする。
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��� 全体構成

処理の流れ

本論文で提案する三面図からのソリッド合成法について、処理の大まかな流れを図 ���

に示す。本手法が従来の手法と大きく異なるのは、形状処理が非多様体形状モデルを用
いて統一的になされていることと、中間状態としてセル分割モデル ����� �����,�(&�&�/

������ を用いていることである。

図 ���において、まず、三面図から対応する２次元線分の組を探しだし、３次元のワイ
ヤフレームモデルを作成する。さらに、ワイヤフレームモデルから面のループを探索
し、���� を生成することによって、サーフェスモデルに変換する。この処理は、非多
様体形状モデルを利用してなされる。

次に、非多様体形状モデルを用いたセル分割モデルを中間表現として生成する。セル
分割モデルは、	����� の集合で構成されているので、	����� の組み合わせに応じて
様々なソリッドモデルを抽出できる。ここでは、三面図とセル分割モデルの対応関係
を拘束式 ���/(���&/�(�として求めて、推論システム �-$#*�によって適切なセルの組
み合わせを算出する。セルの組み合わせが算出されると、セルの集合に対応する幾何
形状の境界位相要素をセル分割モデルから抽出することでソリッドモデルを作成する。

セル分割モデル

図 ��� ��� に空間を３つのセル、 ��� ��� �	 に分割したセル分割モデルの例を示す。こ
こから適当なセルを選ぶことによって様々な立体形状を表現することができる。あるセ
ルが立体形状の一部として選択されたとき、そのセルを ���&	� と呼び �� のように書
く。また ���&	� でないセルを�� のように書くものとする。図 ����'�
��� はそれぞれ、
���� ��� �	
� ���、�	
 を選ぶことによって生成される形状である。一般に、 � 個のセ
ルを組み合わせて生成できる立体形状は空集合も含めて ２� 通りである。セル分割モ
デルを用いると、多数の立体形状を単一の形状モデルで表現できるので、ソリッド合
成の過程で現れる複数の候補立体を表現するのに都合がよい。
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図 ���. ソリッド合成の手順�

拘束条件とセルの選択

セルを選択して生成されるソリッドモデルのうち、三面図に一致するものが求めるべ
き解である。図 ��� ��� の稜線 �� について考えてみると、�'� のように ���� ��� �	


の場合には稜線 �� はソリッド解には現れないが、��� のように ���� ��� �	
 のときに
は現れる。このような条件を調べることによって、各稜線がソリッドモデルに現れる
条件をセルに関する論理式として記述することができる。また、三面図の線分 �� に
投影されるセル分割モデルの稜線が ��� ���� �� であるとき、線分 �� を満たすためには
��� ���� �� のうち少なくとも一つがソリッドの稜線として現れなければならない。した
がって、三面図の各線分の条件もセルの条件で記述することができる。求めるべきソ
リッドモデルは、すべての三面図の線分の条件を満たすようなセルの組み合わせとし
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図 ���. セル分割モデルから取り出されるソリッドモデル�

て得ることができる。

境界位相要素の抽出

セルの集合が得られると、それらの境界位相要素としてソリッドを得ることができる。
���&	� なセルの集合から生成される立体形状の境界位相要素は次の条件を満たすもの
である。ここでは、取り出される位相要素を ���&	� と呼ぶ。

�� 隣接する ���&	� なセルがただ一つである ���� は ���&	� である。

�� ���&	� な ���� の境界上の ���� において、連結するすべての ���&	� な ���� が同
一曲面上にはないとき、その ���� は ���&	� である。

�� ���&	�な ���� の端点で、連結なすべての ���&	�な ���� が同一曲線上にはない
	����� は ���&	� である。

図 ���の �'�
 ��� はこの条件を満たす位相要素をセル分割モデルから取り出して表示し
たものである。この処理では、幾何計算は曲面と曲線の同一性の判定だけで、重い処
理は一切行なわないので、非常に高速に立体の境界要素を取り出すことができる。




��� 全体構成 ���

以後の節において、それぞれの処理について詳細に述べていく。
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��� 三面図からのセル分割モデルの生成

本節では、三面図からセル分割モデルを生成する手順について説明する。

����� 非多様体形状モデルを用いた形状処理

三面図からワイヤフレームモデル、サーフェスモデル、セル分割モデルが順次生成さ
れるが、それらに対する形状処理は、非多様体形状モデルのためのオイラー操作を用
いることにより実現できる。図 ��� は、処理の各段階で必要とされる位相変形操作に
ついて示している。

(b) Operations for surface models.(a) Operations for 
                 wireframe models.

(c) Operations for cell decomposition models.

図 ���. セル分割モデルの生成に必要なオイラー操作�

また、図 ��� は、三面図からセル分割モデルを作成する手順を示したものである。各
段階の形状処理について説明する。

$�% 候補稜線の生成 （ 図 ��������'� �
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図 ���. セル分割モデルの生成�
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本手法では、直線と円弧で構成される三面図を考え、現れる曲面は、平面、球、及び
中心軸が主軸と平行である円筒、円錐、トーラス面とする。

２次曲面を扱うときに問題となるのは、輪郭線として投影図に現れる部分が投影の方
向によって異なることである。ここでは、三面図に円弧が現れたときには、その円弧
から生成され得る曲面を三面図の線分を検索して調べ、接線連続な２曲面の境界稜線
となり得る部分を三面図に付加的な線分として書き加える。書き加えた線分にはシル
エットライン候補として属性を付けておき、後に述べる推論では区別して扱う。図 ���

に例を示す。図 ��� の三面図の正面図において、矢印で示した線分に対応する箇所は
側面図では矢印で示した部分になるが、この稜線は描かれていない。そこで、線分の
対応が取れるように、図 �'� のように、上面図の白点と黒点で示した極値から破線で
示したような補助稜線を正面図と側面図に生成する。図 �'� の破線は、円筒の場合に
生成されるシルエットライン候補を示している。

(a)

(b)

図 ���. 円筒の場合のシルエット稜線�
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次に、三面図上の各頂点から、３次元座標上の頂点になる可能性のある組を選びだし、
３次元の候補頂点を合成する。正面図、上面図、側面図の頂点の組 �� 
 �)
 �# の座標値
をそれぞれ ��� � ;��
 ��)� C)�
 �;#� C#� とするとき、

�� � �)� ;� � ;#� C) � C#

が成立すれば、この三点からただ一つの３Ｄ頂点 ��� � ;� � C)� が決まる。このような組
合せをすべて求めて３Ｄ頂点を決める。

さらに、求められた３Ｄ頂点の任意の２つを結ぶ線分の投影図が、与えられた三面図
のすべてに頂点または線分として現れていれば、その線分はワイヤフレームモデルの
���� となる。このとき、シルエットライン候補から生成されたワイヤフレームの ����

にはシルエット稜線として属性を付けておく。得られたすべての稜線を図 ������ のオ
イラー操作によって生成すると、図 ����'� のようなワイヤフレームモデルとなる。生
成された ���� には、元となる三面図の線分へのポインタを持たせておく。

なお、得られたワイヤフレームモデルにおいて、ぶら下がり稜線など、ソリッドに成
り得ないものは除去しておく。この段階では、三面図のすべての稜線は、少なくとも
一つのワイヤフレームの ���� に対応しなければならないので、この条件を満たさない
線分が三面図に存在すれば図面の誤りが存在することが分かる。

二面図の処理

ここで、二面図が与えられた場合の対応について述べておく。側面図が与えられない
場合、正面図と上面図から側面図を合成する。もちろん側面図が一意に決定できるわ
けではなく、側面図として考えられるすべての稜線の集合を求めることになる。すな
わち、合成された側面図には過剰な線分が含まれるが、上面図と側面図のみを満たす
ための条件で解探索を行なうことで対応できる。

図 ���の場合を考えてみる。二面図において �) と �� は互いに対応する稜線である。正
面図と上面図で、対応する頂点間に稜線があるかどうかを調べることによって、�) と
�� から生成される側面図の稜線は、太線で示したクロスする二稜線であることが分か
る。すべての組合せに関して稜線を求めると図のような側面図になる。このような側
面図が合成された後は、推論の際の条件が異なる以外は、三面図が与えられた場合と
同様の処理が行なえる。

$�% 面の生成 � 図 ����'� � ��� �

ワイヤフレームモデルの稜線を辿り、���,を探索することによって、���� を生成する。
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e_t

e_f

図 ���. 正面図と上面図からの側面図の合成�� 太線の稜線の組合せから側面図の太線の
稜線が合成できる��

ここでは、曲面を５種類に限定しているので、生成し得る曲面の方程式は、同一曲線
上にない２つの ���� の方程式から決定することができる。次に、得られた曲面上で反
時計回りに辿るような ���� の集まりを ���, として求める。���, を探索するには、同
一の平面または曲面に乗っていて、かつ時計回りに見て最も近い ���� を順に辿ってい
く。図 ��� ��� では、同一平面上に乗っているワイヤフレームモデルの ���� を示して
いるが、この例で ���� �* を矢印で示した向きに辿る場合、時計回りで最も近い ����

は �+ となる。このようにして �* に戻るまで順次 ���� を辿っていくと１０本の ����

から成る 
���* を得ることができる。
���+� 
���% も同様にして得られる。

得られた ���,には図 ����'�のオイラー操作を用いて ����を生成する。このとき、���,
間の包含関係を調べ、もしある ���, が他の ���, を含んでいたら、二つ以上の ���, で
構成され、穴を持つ ���� が生成される。図 ������ は、生成されたサーフェスモデルを
示している。���� の生成の際には他の ���� との干渉を調べ、もし ���� の境界以外で
交わるならば干渉稜線を生成しておく。

なお、処理 ���でシルエットライン候補を生成しているために、曲面  に関して主軸方
向から見て輪郭線となる部分（1 51� � ０
 又は 1 51; � ０
 又は 1 51C �０ とな
る部分）には稜線が生成されることになる。従って、円筒と円錐は４分割、球とトー
ラスでは８分割され、それぞれ４枚と８枚の ���� で表現される。
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$�% セルの生成 � 図 ������ � ��� �

次に図 ������ のサーフェスモデルから ���� に囲まれた閉領域を検出する。得られた
���� の集合を (���� とする。本手法では、非多様体形状位相構造を用いているので、
(���� を取り出す処理は �/��/
 ポインタ を辿ることによって容易に行なうことができ、
また得られた (���� に図 ������ で示す操作を行なうことによって 	�����として管理す
ることができる。このとき (����間の包含関係を調べ、もしある (���� が他の (���� を
含んでいたら、二つ以上の (���� で構成され、空洞を持つ 	����� が生成される。ここ
では、	����� をセルと呼ぶことにする。図 ���では ��� に示すような９個のセルが検
出される。この図では、わかりやすいようにセルを別々のソリッドであるかのように
描いているが、これらは単一のセル分割モデルを構成する 	����� として管理されて
いるものである。

以上の処理によって、三面図からセル構造モデルが生成でき、ソリッド合成問題をセ
ルの組合せを選ぶ問題に帰着させることができる。
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��� ��
� を用いた解の算出

本節では、セル分割モデルから三面図に相当するセルの組み合わせを -$#*を用いて
求める手法について述べる。

����� $	�� % $���� �
�&������ 	���'��
&��&�&(� �)����

-$#*は、�� =���� によって提案された、命題がどのような文脈で成立するかを管理
するためのシステムである 9��=������:。複数の文脈での推論を可能にするために，推
論の際に現れる仮説の全体から、束 �����&���を作ることによって可能な仮説の組み合
わせすべてを扱うことができる。

-$#*では、推論の際に前提にした条件を仮説として表現することによって、ある命題
を成立させるための究極の条件を計算する。以下は -$#* で用いられる用語である。

� 命題を導き出すための条件式を正当化式と呼ぶ。たとえば、条件 � のとき命題
, が成立するならば、正当化式は、� � , となる。

� 仮説の組合せを環境と呼び、命題が成立するような環境の集合をラベルと呼ぶ。
たとえば、命題を , 、仮説を �� とし、�� ��� または �� ��	 のときに命題 ,

が成立するときには、, のラベルは ������ ���	
 となる。����、���	 のそれ
ぞれが環境である。

� 矛盾を生じる仮説の集合を /����� 環境と呼ぶ。たとえば、仮説 �� と仮説 ��

は同時に真となることはありえないとき、���� � ��:��� となる。また、ある
環境において、これ以上仮説を追加すると常に矛盾を生じるとき、その環境を極
大無矛盾環境と呼ぶ。

-$#* では、正当化式が次々に処理されていくと、データベースの整合性を維持する
ために命題のラベルを更新し、データに矛盾が生じた場合は /����� 環境に追加する。

本手法では、この機能を用いて三面図に対応するセルの組合せを求める。ここでは、三
面図に対応するソリッドを求める問題に、-$#* を次のように当てはめる。

� セルが ���&	�であるという仮説を ��� ��� ���、���&	�でないという仮説を ��� ��� ���

のように書く。




��� ��$% を用いた解の算出 ���

� セル分割モデルの ���� ��がソリッドモデルに現れるという命題をノード：��� ��� ���
のように書き、�� が成立するためのセルの条件を正当化式とする。正当化式は、

��� ��� ��� � ��

のように記述される。

� 三面図の線分 ��がソリッドモデルの投影図に現れるという命題をノード：��� ��� ���
のように書き、�� を成立させる条件を正当化式とする。
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����� 正当化式の算出

-$#*を用いて解の探索を行なうためには、まず、正当化式を求め、それを -$#*に
与えてデータを更新することが必要である。そこで、本問題において成立する正当化
式を求める。

$�% セル分割モデルの ���� がソリッドの稜線となる条件

まず、セル分割モデルの ���� が立体形状の稜線として現れる条件を求める。セル分割
モデルでは稜線の周りにセルが存在するが、どのセルを ���&	� にするかによって稜線
が見えるかどうかが決まる。���� がシルエット稜線でないとき、この条件は「稜線周
りに ���&	� な ���� が二つ存在し、かつそれらが同一曲面上にない」と記述できる。

C3 C4

C1

e1

C2

図 �� . 稜線の回りのセル�

この条件を、図 �� に当てはめて考えてみる。この図では、���� �� の周りに４つのセ
ル ���� ��� �	� �!
が存在するが、これらのセルの組み合わせのうち、�� がソリッドモ
デルの稜線として現れ、かつ非多様体稜線を生じないのは、

���� ��� �	� �!
� ���� ��� �	� �!
�

���� ��� �	� �!
� ���� ��� �	� �!
�

���� ��� �	� �!
� ���� ��� �	� �!
�

���� ��� �	� �!
� ���� ��� �	� �!
�

の �通りである。そこで、これらを �個の正当化式としてそれぞれ
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�����	�! � ���

のように表現し、-$#* に与える。

$�% 非多様体稜線を禁じる条件

本手法では、セル分割モデルを表現するために非多様体形状モデルを用いており、解ソ
リッドとして非多様体となる形状を算出することも可能である。しかし、現実の工業
部品が非多様体形状となることはあり得ないので、解ソリッドから非多様体稜線を生
じるものを除外することにする。そのために、一本の稜線が三枚以上の ���&	� な ����

に共有されるのを禁じる条件を加える。図 �� の稜線 ��の場合、非多様体稜線となるセ
ルの組合せは ������	�!
 と ������	�!
 の場合なので、

�����	�! � ��:����

�����	�! � ��:����

という条件を -$#* に与える。

$�% シルエット稜線のための条件

シルエット稜線 は、ある特定の方向から見た場合のみ輪郭線として投影図に現れる。
そのため、��� とは異なった条件を与える必要がある。���� �� が、平面 , に投影した
ときに輪郭線として投影図に現れるのであれば、���� �� が満たすべき条件は「�� の周
りに ���&	�な ���� が二つ存在し、少なくともその一方が平面でなく、かつ二つの ����

の �� 上での接平面が平面 ,に垂直となる」と記述できる。

この条件を三面図に当てはめると、��0
 0�3
 3�� 平面の少なくとも一つについてこの条
件を満たすような場合を考えればよい。そのようなセルの組み合わせをシルエット稜
線のための正当化式として -$#* に与える。

$�% 干渉稜線のための条件

また、セル分割モデルを作成する場合に、面候補同士が交わると図 ������ のように干
渉稜線が生じる。干渉稜線は三面図に現れてはならないので、干渉稜線が見える条件
は /����� 環境となる。もし、稜線 ��が干渉稜線のときは、

�� � ��:����

とすることによって，この稜線が見えるためのセルの組合せがすべて /����� 環境と
なる。
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$�% 三面図の線分がソリッドの投影図に現れる条件

次に、セル分割モデルと三面図との関係を考える。三面図に描かれた線分は、ソリッ
ドモデルの稜線として現れることが必要である。いま、三面図の線分 �� から生成され
た ���� を ��� ���� �� とすると、これらの ���� のうち少なくとも一つはソリッドモデル
の稜線とならなければ �� がソリッドモデルの投影図として現れない。このことは次の
ような � 個の正当化式として表現できる。

�� � ���

�� � ���

���

�� � ���

$�% すべての線分がソリッドの投影図に現れる条件

また、与えられた三面図の線分のすべてが投影図として現れるという条件を、存在す
べき線分の集合によって正当化されるノード ���<	 として次のように書く。

�� �� ��� �� � ���<	�

この正当化式を -$#*に与えると、���<	 を成立させるための条件として、セルの組
み合わせを要素とするラベルが計算される。
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����� 極大無矛盾環境の算出
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図 ���!. 全体集合の束と極大無矛盾環境�

以上の条件を -$#*に与え、ラベル更新処理を行なうことによって、ノード ���<	 の
ラベルがセルの集合として求まる。次に、三面図と一致するソリッドモデルを求める
ために、このラベルと /����� 環境から ���<	 を成立させるための極大無矛盾環境を
求める。

このことを図 ���! を用いて説明する。この例では、セルが ��� �� の二つのみで、セル
の否定を示す仮説 ��� �� を含む４つの仮説 ��
 �� 
 �� 
 �� が存在する。図 ���! はこ
れらから構成される束である。ここで、いま 	&�1( のラベルが ���

 また、環境 ����

が干渉稜線か非多様体条件のいずれかの理由で /����� であるとする。また、����


���� が真となることはあり得ないので、これらも /����� である。

このとき、図の破線より上が矛盾した環境となる。一方、ラベル ���
 が真であるこ
とがソリッド解の必要条件となっている。したがって解は、�� のスーパーセットの中
に存在し、このうち図の太線で示した ���
 を含んだ環境で矛盾を生じない ���� のみ
が解となる。このように、ラベルのスーパーセットで矛盾を生じないセルの組み合わ
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せは、極大無矛盾環境を求めることによって得ることができる。

ここでの計算量はラベル更新処理と矛盾環境を算出する処理の和になる。図の破線で
示したようなすべての矛盾環境を算出する際の計算量は、一般には /�����環境の数の
指数のオーダであり、非常に計算時間がかかる。しかし、本アプリケーションの場合
には、極大無矛盾環境算出の処理を ���<	 のラベルを含むようなスーパーセットとい
う限られた領域に限定して適用することができる。しかも、仮説の数に比べて /�����

環境の数がそれほど多くないという特徴があるので、計算量の爆発は生じにくく、こ
の方法は有効なものになっている。
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��� ソリッド合成の例題

本節では、本手法を幾つかの例題に対して適用した結果について述べる。

(a) orthographic views
(b) cell decomposition 
       model
     

(c) some models among 16 solutions

図 ����. １６個の解を持つ三面図の例題�

本論文で述べた手法を図 ���、����、���� の例に適用した。三面図は隣接関係の定義さ
れていない線分の集合として与えられ、２線分の端点がある誤差の範囲内で一致して
いれば連結であるとみなす。またここでは、三面図の実線、破線の区別はしないもの
とする。以上の条件で三面図を読み込んでセル構造モデルを生成するまでの処理時間
����,(�� �&��� と、-$#* を用いてすべての解を求めるまでの処理時間をそれぞれ測
定し、表 ��� に示した。用いた計算機は、7%# 8*)�!!!� �! である。

図 ��� と図 ���� は複数の立体形状が解として求まる例である。図 ��� では、解ソリッ
ドの個数は �� 個、図 ���� では解ソリッドは全部で �� 個あり、そのうちのいくつかの
例を図 ���� ��� に示した。

一方、図 ���� は解が唯一つに決まる例で、三面図とその解ソリッドを示した。生成さ
れるセル分割モデルは曲面を含んでおり、図 ���� ��� では、平面 ���枚�と円筒面 ���
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個数 処理時間
例題 面の

個数
セル
の数

解の
個数

セル
生成

推論 合計

図 ��� ��  �� !��� ( !�  ( ���� (

図 ���� � �! �� !�� ( ���� ( ��!� (

図
�����

�� � � !� � ( !��� ( ���� (

図
����'

�� � � !��� ( !��� ( ���� (

図
�����

�� � � !�� ( !��� ( ���! (

図
�����

��  � ���� ( !��� ( ���� (

表 ���. 計算時間 �7%# 8*)�!!!� �!��

枚�、図 ���� �'� は、平面 � � と 円筒面 ��!�とトーラス面 ���、図 ���� ��� は、平面
�� �と円筒面 ����と円錐面 ���、図 ���� ��� は、平面 ����、円筒面 ����、円錐面 ���、
トーラス面 ���から構成されている。

三面図からのソリッド合成の計算時間を表 ��� に示したように、本手法を用いること
によって、複数の解が存在する場合や曲面を含んだ場合でも十分実用的な時間で三面
図からのソリッド合成ができることがわかる。
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(a) Elapsed Time : 1.38 s

(b) Elapsed Time : 1.25. s

(c) Elapsed Time : 1.20 s

(d) Elapsed Time : 1.84 s

図 ����. 曲面を含んだ形状の三面図の例題�
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��	 矛盾した線分を含んだ三面図の処理

本節では、三面図に誤りが含まれており、本来あってはならない線分が存在する場合
のソリッド合成手法について述べる。そのために、三面図のうち少なくとも一つは正
しいという仮定の元に拘束式を算出することを考える。

��"�� 余分な線分を含んだ三面図

三面図からソリッドモデルを生成しようとする研究は古くから行なわれており、様々
な手法が提案されている。しかし従来手法の問題点は、与えられた三面図に誤りがな
いことを前提としている点である。三面図に誤りのある場合は解が得られず、しかも、
誤った箇所が必ずしも検出できないため、三面図修正に非常に労力を要する。

一般的なソリッドモデル合成手法では、まず、三つの投影図から対応する線分を選びだ
して３次元の稜線を求める。このとき、正しい三面図ならば稜線生成の段階で現れる
稜線は過剰であってもよいが、足りないことはありえない。この条件を利用して、対
話的に足りないワイヤフレームの稜線を補うことによって、ある程度の誤り修正を行
うことは可能である。しかしながら、このような方法を用いたとしても、三面図に過
剰な線分がある場合は、誤った部分を自動的に検出することはできない。

図 ���� は、誤った線分を含んだ三面図の例である。これらはいずれも本来あってはな
らない線分を含んでいるが、この例題のように直観的にわかりにくい誤りでは、設計
者に検出を期待するのは無理があると考えられる。

そこで、本節で述べたソリッド合成法に基づき、三面図に誤った線分が含まれている
場合に対応できるような手法を考える。

��"�� 誤り検出法

三面図に誤った線分が含まれている場合、すべての線分が投影図として現れるような
ソリッドモデルは得られない。そこで、本手法では、三面図の三つの投影図のうち少な
くとも一つ、または二つが正しいという仮定の下で候補ソリッドを求めることにする。

本手法においては、このような条件で解探索することは容易である。-$#* に与える
正当化式のうち、	&�1( の正当化式を変更するだけでよい。すなわち、上面図 ,)、正
面図 ,�、側面図 ,# を構成する線分をそれぞれ、
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(a)

(b)

図 ����. 誤りを含んだ三面図�
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��������� � ,)�

��������� � ,� �

	�	����	� � ,#�

のような正当化式として -$#*に与えるとき、少なくとも一つの投影図を満たす条件
の場合には、

,) � ���<	�

,� � ���<	�

,# � ���<	�

を正当化式として与え、また、少なくとも二つの投影図を満たす条件で解探索を行な
いたい場合には、

,) ,� � ���<	�

,� ,# � ���<	�

,# ,) � ���<	�

を 	&�1( のための正当化式として与えればよい。あとの処理は同じである。

ここでは、三面図のうち少なくとも一つを満たすソリッドの条件に関して、図 ���� の
例を用いて具体的に説明する。この図において、��
 ��
 	� はそれぞれ上面図、正面図、
側面図の線分を示している。この三面図を用いて、本章で述べたセル分割モデルを生
成したものが �'� であり、�� は３Ｄ稜線、�� はセルを表している。 ここで、��
 ��
 	�
を候補ソリッドの投影図に含まれるとき真となる２値変数であると考える。

このとき、三面図の各投影面を ,) �上面図�、,� �正面図�、,# �側面図� とすると、各
投影図の満たすべき条件はブール式で、

,) � ��������(

,� � ���������	

,# � 	�	����	�	

と書くことができる。ここで、三面図の線分 ��� ��� 	� が真となるのは、対応する３次
元の稜線の集合 ���
 の少なくとも一つが真である場合である。たとえば、図 ����にお
いて、投影図が �" と一致するセル分割モデルの稜線は、��� ��� �	 の三本で、このうち
少なくとも一つがソリッドの稜線になるとき、�" が真となる。そこで、いま �� が候補
ソリッドの稜線となる条件について考えてみると、�� に隣接しているセルは図 ���� の
��� ��� �	 の三つなので、�� が候補ソリッドの稜線として現れるのは、

������	� �����	� �����	� �����	� 


の４通りの場合で、�� が候補ソリッドの稜線となる条件は、
�� � �����	 � �����	 � �����	 � �����	

と書くことができる。このような関係式を ��� �	 についても、同様に、
�� � ���� � ����

�	 � �	
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(a) orthographic views

(c) solutions
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(b) cell decomposition
       model

図 ����. 誤りを含んだ三面図とセル分割モデル�
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と求めることができる。

よって、三面図の線分 �" が真となる条件は、
�" � �� � �� � �	 � ���� � ���� � �	

となる。このような条件をすべての三面図の線分について求めて、その �D0 をとれ
ば、三面図 ,)
 ,� 
 ,# のそれぞれが真となるための条件がセルの選択条件として記述
できる。たとえばこの例では、

,) � �����	 � �����	

,� �０
,# �０

が得られる。

この例の場合には、どのようなセルの組み合わせも正面図や側面図を満たすことがな
いことがわかる。少なくとも一つの三面図が正しいという条件は、

,) � ,� � ,# � �����	 � �����	

となり、条件を満たす立体は、�����	 と �����	の二つとなる。それぞれに対応する
立体形状は 図 ���� ��� に示した通りである。設計者がこのうち一方のソリッドを選択
すれば、三面図のどの部分が誤っていたかが明らかになる。

��"�� 余分な線分を含んだ三面図の例題

本手法を用いることにより、三面図に過剰な線分が含まれる場合において、少なくと
も一つの投影図が正しければ、ソリッドモデルの候補を得ることができる。

図 ����、���� は、本手法を図 ���� で示した三面図に適用したものである。ここでは、
三面図のうち少なくとも一つを満たすソリッドを求め、ソリッドの稜線として用いら
れなかった線分を矢印で示した。矢印で示した線分を除去することによって正しい三
面図となる。なお、図 ���� では、この条件のソリッド解は三つあるが、そのうちの一
つのみを示している。

この方法では、-$#* に与える三面図の条件を変えるだけで、矛盾した線分の検出が
できるので、誤り検出のための計算負荷は軽いものとなっている。したがって、ソリッ
ド解候補作成までの処理時間は、誤りのない場合とほぼ同じ計算時間となる。本手法
では、あってはならない線分が含まれていても、三面図のうち少なくとも一つが正し
ければ効率的にソリッド候補を生成できるので、実際の図面を処理する上で非常に強
力である。
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図 ����. 誤りを含んだ三面図 ����
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図 ����. 誤りを含んだ三面図 ����
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���
 線分の不足する三面図からのソリッド生成

本節では、線分の不足する三面図に対応する方法について述べる。ただし、不足する
線分は水平または垂直であるという仮定を設ける。

���#�� 不足する線分への対応

かくれ線が省略されている場合、十分なワイヤフレームモデルを作成することはでき
ないため、従来のソリッド合成手法では対応することができない。そこでここでは、与
えられた三面図からソリッドを生成する過程で三面図の矛盾箇所を検出し、その矛盾
を解消するような線分を補うことを考える。ただし、一般に、省略された図形を補う
ためには対象に関する知識が必要であり、汎用的な手法ですべての場合に対応するこ
とは困難である。たとえば、図 ���� はかくれ線の描かれた三面図 ��� と省略された三
面図 �'� であるが、��� の線分 ��� ��� �	� �! がなければ円弧 � が貫通穴であることは
わからないので、ソリッド解は有限個に確定しない。

そこで、前提条件を設けて、省略線分の対象を限定することによって、欠けている線
分を補うことにする。ここでは、欠けている線分は、垂直または水平な直線である場
合に限定する。また、通常、図面でよく用いられる前提知識を用いて、解ソリッドの
個数を絞り込む方法をとることにする。

矛盾箇所の検出と線分の追加

三面図として立体になりえない部分を検出し、その部分に対応した線分を補うための
手順は以下の通りである。

�� 三面図に基づいて求められたワイヤフレームを各投影面に投影した図形 7 と三
面図 � との比較を行ない、� �7 を線分の集合 ���
 として求める。このとき、
�� は、ソリッドとして解釈することのできない線分である。そこで、仮想の線分
として、元の三面図に �� の両端点から他の投影図に水平または垂直の線分を加
えることにより、線分 �� をワイヤフレームの ���� として解釈できるようにす
る。その上で、ワイヤフレームを再計算する。

�� さらに、サーフェスモデルで、面の境界とならないワイヤを除去した後、� の処
理を行なう。
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h1 h2

h3

h4

H1

c

(a) Orthographic views with hidden lines. 

(b) Orthographic views without hidden lines. 

図 ����. かくれ線の省略された三面図�
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�� 同様に、図 ��� ��� のセルモデルでセルの境界上にない面とワイヤを除去した後、
� の処理を行なう。

この処理で追加した線分には、実際にはソリッドの稜線とならない余分な線分も含ま
れているが、それらに対応することは容易で、単に付加した線分に関するブール式を
-$#* に与えなければよい。その場合、付加した線分はソリッドの稜線として現れて
も現れなくてもよい、という条件のもとでのソリッド解が得られる。

図面の前提知識の利用

ただし、加えた仮想線分が見えても見えなくてもよいという前提でブール式を解いた
場合、解の個数が非常に多くなってしまうことがある。そこで、一般的に製図で用い
られている前提知識を用いて解を絞り込むことを考える。ここでは、貫通穴の前提と、
２次元パターンの前提の二つを用いる。

図 ���� はかくれ線の省略された三面図と、生成されたセル分割モデルを示している。
これらを用いて説明する。

一般に、穴のかくれ線が省かれた場合は貫通穴と見倣される。そこでこの知識をブー
ル式に反映させる。そのために、仮想線分の追加によって、図 ���� の ��
 � のよう
な面を共有する円筒のセルが生成されたとき、これらに同じ解釈をするための正当化
式を追加する。

すなわち、�� が ���&	� で、� が ���&	� でないときには、途中で穴が埋まってしまっ
たことを意味するので、次の条件を -$#* に加える。

��� � ��:����

��� � ��:����

この条件を加えることにより、もし線分の追加によって穴が生成されるならば、必ず
貫通穴になる、という条件が記述できたことになる。

また、図面においては、同じ２次元領域には同じ解釈を施すという暗黙の了解がある。
図 ���� の場合は、三面図に合同な円弧が４個現れている。これらに同じ解釈を施すた
めには、��
 ��
 �	
 �! がすべて真かすべて偽になるというブール式を加えれば良い。

このような条件を付加することにより、常識的なソリッド解に絞り込むことができる。
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図 ����. かくれ線の省略された三面図とセル分割モデル�
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���#�� 線分の不足した三面図の例題

本手法を幾つかの例題に適用した。図 ��� に例を示す。この図は、図 ���� と同じ例題
からかくれ線をすべて除去したものである。ここで示した例では、前提条件を用いる
ことにより、すべて唯一つのソリッド解になった。この例から、水平または垂直な線
分の不足している三面図からでも、十分実用的な計算時間で適切な解が算出できてい
ることがわかった。

ただし、矛盾を解消する線分を加えた上で再処理を行なうので、正しい三面図に比べ
てその分計算時間がかかることも明らかになった。この例題では、正しい三面図を処
理する場合に比べて、平均で２倍、最大で３倍の計算時間がかかっている。計算時間
の増加に差があるのは、矛盾する線分が処理のどの段階で検出できたかが異なってい
るためである。
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(d) Elapsed Time : 5.54 s

(a) Elapsed Time : 2.10 s

(c) Elapsed Time : 2.78 s

(b) Elapsed Time : 1.25 s

図 ��� . かくれ線の省略された三面図からのソリッド生成�
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本章では、三面図からのソリッドモデルの生成に関して、非多様体形状モデルと -$#*

を用いた手法を提案し、十分実用的な処理速度でソリッド解が求まることを示した。ま
た、誤りを含んだ三面図にもある程度対応できることを明らかにした。

要点は以下の通りである。

� 非多様体形状モデルを用いることにより、互いに関連のあるワイヤフレーム、サー
フェス、ソリッド、セルモデルを単一のデータ構造によって表現できるので、個々
の形状モデルを独立に表現して、関係を記述しておく必要がなく、処理が簡単化
できる。

� すべてのソリッド解候補は、セル分割モデルを用いることにより、単一の形状モ
デルで表現でき、また、任意のセルの組み合わせから生成されるソリッドモデル
が簡単に抽出できるので、処理が高速化できる。

� ソリッド解の推論に -$#*を用いる方法を示し、-$#* が本問題において有効
であることを示した。また、-$#*に与える正当化式を変更することで、誤りを
含んだ場合にも対処できることを示した。

� 余分な線分を含んだ三面図において、三面図のうち少なくとも一つが正しいとい
う制約のもとでソリッドを生成する方法を示した。

� 線分の不足した三面図において、立体としての矛盾を検出し、矛盾を解消するた
めに主軸に平行な線分を加えることによって、不足した線分を補う方法を示した。
本手法は、不足した線分が水平または垂直な場合に限り有効である。
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本論文では、非多様体形状モデリングに関して、

�� 理論的な基礎の検討、

�� 非多様体形状モデリングシステム構築のための基礎技術の確立、

�� 応用システムの構築による有用性の実証、

の問題を扱った。得られた結論は以下の通りである。

１
 理論的な基礎

非多様体形状モデリングの基礎として重要な結論は以下の通りである。

�� 非多様体形状モデルの定義域を複体に準じて定めた。本定義に基づいて非多様体
形状モデルのための基礎技術を確立し、また実際に非多様体形状モデリングシス
テムを実装し、さらに幾つかの応用に適用することを通して、本論文で定めた定
義が理論的にも実用的にも非常に有用なものであることを示した。

�� 非多様体形状モデルのための集合演算の定義を、��� 非多様体形状モデルの定義
域 Ｄ に関して Ｄ×Ｄ から Ｄ への全射であり、��� 正則な形状の集合演算が正

�  
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則集合演算に一致する、という条件を満たすように決めることができた。また、
この定義に基づいた集合演算を実装し、幾つかの応用に適用することを通して、
本定義が集合演算として適切なものであることを確認した。

�� 複体のオイラー・ポアンカレの式を用いることによって非多様体形状モデルの位
相的な拘束式である

� � �� �� � ��� �� � � �� � �� � � � ��� ��

�	
 �
 �
 
 はそれぞれ 	�����
 ����
 ����
 	����� の個数、�
 
� は � ���
 	�����

の穴の個数
 
� は 	����� の空洞の個数
 �
 ��
 �� はそれぞれ形状モデルの連
結成分
 貫通穴
 空洞の個数� を導出し、この式に基づいてオイラー操作が定義で
きることを示した。そして、非多様体形状モデルでは９種類の位相操作が独立で
あり、それらの操作を組み合わせて任意の位相構造が構築できるという定理を導
いた。

それ以外の結論は以下に示す通りである。

�� 境界表現の非多様体形状モデルは、	�����
 ����
 ����
 	����� 間の関係を記述す
ることで表現できることを示した。

�� 非多様体形状モデルのためのオイラー・ポアンカレの式を適用することで、ワイ
ヤフレームモデル、サーフェスモデル、ソリッドモデルなど、非多様体形状モデ
ルの部分集合となっている幾何形状のためのオイラー操作が導出できることを示
した。

２
 基礎技術

これらの性質に基づいて、データ構造や形状処理手法に関して基礎技術の検討を行なっ
た。さらに、提案された基礎技術に基づいて非多様体形状モデリングシステムが実装
できることを確認した。

重要な結論は以下の通りである。

�� 	�����
 ����
 ����
 	����� を位相要素とするデータ構造を提案し、それによって
実現された形状処理システムは十分実用的な速度で動作することが確認できた。
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�� 非多様体形状モデルの集合演算では、表現している点集合としては同一であって
も、最小限の位相要素により演算結果を表現する方法と、元のプリミティブの位
相構造を保持する表現法の二通りがあることを示した。

�� 非多様体形状モデルの集合演算の実現手法として、併合操作、抽出操作、簡略化
操作の三つの操作を組み合わせた方法を提案した。そして、この集合演算が非多
様体形状モデルの持つ位相的な柔軟性を十分に引き出せるものであることを確認
した。

それ以外の結論は以下に示す通りである。

�� オイラー操作を実装するための仕様を示した。また実際に実装を行ない正常に動
作することを確認した。

�� 併合操作と抽出操作は、�*+)%��, ハイブリッド構造の実現手段として有効であ
ることを示した。

�� 併合操作と抽出操作を利用することで、優先順位を考慮した集合演算が実現可能
であることを示した。

�� 併合操作は幾何計算とオイラー操作によって実装でき、抽出操作は集合の元を比
較することで実装できることを示した。

３
 応用システムの開発

非多様体形状モデルを利用して以下に示すような応用システムを実装し、非多様体位
相構造が設計作業を支援する上で有用であることを確認した。

�� 集合演算の取消や修正を演算順序に依存せず高速に行なえる手法が、非多様体位
相構造を利用することで実現できることを示した。そして、この手法を実装する
ことで、多数の基本立体を組み合わせて生成された大規模なソリッドモデルでも
高速に形状修正ができ、試行錯誤的な形状生成において非常に有効であることを
確認した。

�� 形状特徴表現に必要な位相要素を保持した位相構造が非多様体形状モデルによっ
て生成でき、また形状特徴や製品形状などの幾何形状が適宜抽出操作で取り出せ
ることを利用して、形状特徴の表現、管理に適したシステムが構築できることを
示した。



�!� ������� �� 結論

�� 三面図からソリッドモデルを合成する問題に非多様体形状モデルを用いることで、
従来よりも簡潔で効率のよりアルゴリズムが実現できることを示した。そして、
ワイヤフレーム、サーフェス、ソリッド、セル構造モデルが統一的なデータ構造
で表現できることの利点を明らかにした。

全体として

本研究によって、十分な理論的な基礎に基づいた非多様体形状モデリングシステムが
実装でき、また実用的に十分な効率で形状処理が行なえることが確認できた。

そして、非多様体形状モデルをいくつかの工学的応用に利用することによって、柔軟
な位相構造を持つ、ということが設計や生産を支援するために大変有効であるという
結論を得ることができた。

なお、本システムは ��� 言語を用いて実装され、形状処理ルーチンと -57 からなる
約１３万６千行のプログラムコードから構成されている。コーディングはすべて筆者
が行なった。
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本研究に関連して、非多様体形状モデリングにおいてさらに研究を要する問題を以下
に示す。

�� データ構造の記述法に関する理論的な裏付けはまだ十分ではない。非多様体形状
モデルは、	�����
 ����
 ����
 	����� の組み合わせで表現できることはわかった
が、それらの間にどのような順序関係を記述すればよいかについては理論的には
十分説明されていない。/ 次元多様体に関しては、%�&((�/ の研究があるものの
9%�&((�/ !:、非多様体ではさらに数学的な面からの研究を必要とする。

�� 非多様体形状モデルは、設計や生産で利用される広範な形状を定義域に含んでは
いるが、有界な形状に限定されている。設計では無限直線や無限平面のような有
界でない形状もしばしば用いられるが、有界でない幾何形状も統一的に扱うよう
な理論やデータ構造は提案されていない。モデリング空間をユークリッド空間で
はなく、射影空間とすることで解決できるかもしれない。

�� 非多様体形状モデルを本研究よりも広い定義域とすることは可能であるが、その
場合にはオイラー操作が定義できるかが不明である。一般に、どのような性質を
持つ幾何形状の集合が有限個のオイラー操作の組み合わせで記述できるかはわ
かっていない。

�� 集合演算では数値誤差の扱いが問題になるが、定義域を非多様体にまで広げた場
合における、誤差の影響を受けにくい計算法についてはまだ明らかではない。

�� 集合演算を実現する方法として、併合操作と抽出操作を用いた手法を提案したが、
最悪の場合ではデータ量が非常に増大してしまう可能性がある。そのような場合
には簡略化操作を用いてデータ量を削減することになるが、形状モデルを監視し
て自動的に簡略化操作を起動させるには、起動条件の設定方法など、まだ研究を
要する。

�� 本研究で試作した形状モデラには自由曲面は入れていない。非多様体形状モデル
のデータ構造を構築するときには、���� 周りの ���� をソートすることが不可欠
であるが、自由曲面を許した場合に、このソート作業の確実性や計算容易性がど
うなるかについてはまだわかっていない。

�� 本論文で提案した集合演算の取消操作のアルゴリズムは、面の張り変えなどの局
所変形操作が集合演算に混在した場合には対応できない。局所変形操作には �/��
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操作が有効であるが、取消操作と �/�� 操作を共存させる方法はまだわかってい
ない。

�� 三面図からのソリッド合成問題を示したが、図面には断面図などの場合も多い。
断面図を対象とするにはさらに研究を必要とする。
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